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❚❛❜❧❡ ❞❡s ♠❛t✐èr❡s ✈
❆ ❆♥♥❡①❡ ❆ ✿ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ s♣❧✐t✲st❡♣ ❋♦✉r✐❡r ✶✶✾
❇ ❆♥♥❡①❡ ❇ ✿ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛✈❡❝ ❞és♦r❞r❡ ❛✈❡❝ ❝♦rré❧❛t✐♦♥s à ❧♦♥❣✉❡
♣♦rté❡ ✶✷✶
❈ ❆♥♥❡①❡ ❈ ✿ ❙t❛t✐st✐q✉❡s ❛✈❡❝ ❧✬❡①♣♦s❛♥t ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ✶✷✺
❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡ ✶✸✺

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
▲❛ ♣❤✐❧♦s♦♣❤✐❡ ❞✉ s❝✐❡♥t✐✜q✉❡ ❞❛♥s s❛ q✉êt❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❛ ❧♦♥❣t❡♠♣s été
❞❡ s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❛ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❡t ❞❡ ❝♦♠♣❛rt✐♠❡♥t❡r ❧❡s ❝♦♥♥❛✐s✲
s❛♥❝❡s ❡♥ ❞✐✈❡rs t❤é♠❛t✐q✉❡s✳ ❈❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❞♦♠❛✐♥❡s ♦♥t é✈♦❧✉é ❞✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥
❞❡❣ré ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ s✬❛✈èr❡ êtr❡ ❥✉❞✐✲
❝✐❡✉s❡ ❧♦rsq✉✬♦♥ ♥❡ ♣♦ssè❞❡ ♣❛s s✉✣s❛♠♠❡♥t ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❛♣♣ré❤❡♥❞❡r
❧❡ ♠♦♥❞❡ ♥❛t✉r❡❧✳ ❈✬❡st ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬ét✉❞✐❛♥t ❡♥ ♣❤②s✐q✉❡ ❛♣♣r❡♥❞ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡
❞✐s❥♦✐♥t❡ ❧❛ ♠é❝❛♥✐q✉❡✱ ❧✬é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐s♠❡✱ ❧✬♦♣t✐q✉❡✱ ❧❛ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐q✉❡✱
❡t❝✳ ▼❛✐s ❧❛ ré❛❧✐té ❡st q✉❡ ♥♦✉s ✈✐✈♦♥s ❛✉ s❡✐♥ ❞✬✉♥ ✉♥✐✈❡rs ❝♦♠♣❧❡①❡ ❡t q✉❡
❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ré❡❧ ♥✬❡st ♣❛s s✐♠♣❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❞✐✈❡rs
t❤é♠❛t✐q✉❡s s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s✳ ▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♣❡✉t ❢❛✐r❡ é♠❡r❣❡r ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s
q✉✐ ♥✬♦♥t ♣❛s ❧✐❡✉ ❞✬êtr❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ré❞✉❝t✐♦♥♥✐st❡ ❞❡ ❧❛ s❝✐❡♥❝❡✳ ❯♥
t❡❧ ❡①❡♠♣❧❡ ❡st ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❡♥tr❡ ❞✐✛ér❡♥ts ré❣✐♠❡s ✿ ♠ét❛❧❧✐q✉❡✱ ✐s♦✲
❧❛♥t✱ s✉♣❡✢✉✐❞❡✱ ❡t❝✳ ▲❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✉ ❞és♦r❞r❡ ❡st ❡♥ ✉♥ ❛✉tr❡✳ ❇✐❡♥ q✉✬✐❧ s♦✐t
❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡r à tr❛✐t❡r ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ré❣✉❧✐èr❡✱ ❧❛
✈ér✐té ❡st q✉❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s②stè♠❡s ❝♦♥t✐❡♥t ❞❡s ✐♠♣✉r❡tés✱ ❞❡s ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥s ♦✉
❞✬❛✉tr❡s ✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥s✳ ❊♥ ✶✾✺✽✱ ❞❛♥s ❧❛ ♣❤②s✐q✉❡ ❞❡s ♠ét❛✉① ❝♦♥❞✉❝t❡✉rs✱ P✳
❲✳ ❆♥❞❡rs♦♥ tr❛✐t❛ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ r✐❣♦✉r❡✉s❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✐♠♣✉r❡tés ❬✶❪✳ ■❧ ❛ ét❛✲
❜❧✐t ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠ét❛❧✲✐s♦❧❛♥t ❜❛sé s✉r ✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❛♣♣❡❧é ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥
❞✬❆♥❞❡rs♦♥✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ s✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥s t❤é♦r✐q✉❡s ❞❡ ❙✳ ❇♦s❡ ❡t
❆✳ ❊✐♥st❡✐♥ ❢❛✐t❡s ❞❛♥s ❧❡s ❛♥♥é❡s ✶✾✷✵ ❬✷✱ ✸❪✱ ❧❛ ❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥ ❞❡ ❇♦s❡✲❊✐♥st❡✐♥
❢✉t ♦❜t❡♥✉❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❧❡♠❡♥t ♣rès ❞❡ ✼✵ ❛♥s ♣❧✉s t❛r❞ ♣❛r ❧❡s éq✉✐♣❡s ❞❡
❈♦r♥❡❧❧ ❡t ❲✐❡♠❛♥ ❡t ❞❡ ❑❡tt❡r❧❡ ❬✹✱ ✺❪✳ ▲❡s r♦✉t❡s ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❆♥❞❡r✲
s♦♥ ❡t ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥ ❞❡ ❇♦s❡✲❊✐♥st❡✐♥ s❡ s♦♥t ❝r♦✐sés ❡①❛❝t❡♠❡♥t ✺✵ ❛♥s
❛♣rès ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞✬❆♥❞❡rs♦♥ ❧♦rsq✉❡ ❧✬éq✉✐♣❡ ❞✬❆s♣❡❝t à P❛r✐s ❡t ❞✬■♥❣✉s❝✐♦
à ❋❧♦r❡♥❝❡ ♦❜s❡r✈èr❡♥t ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❆♥❞❡rs♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦♥❞❡♥s❛t ❞❡ ❇♦s❡✲
❊✐♥st❡✐♥ ♥♦♥✲✐♥t❡r❛❣✐ss❛♥t ❬✻✱ ✼❪✳
❈❡tt❡ t❤ès❡ ❛ ♣♦✉r ❜✉t ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✬✉♥ ❝♦♥❞❡♥s❛t ❞❡ ❇♦s❡✲❊✐♥st❡✐♥
❝♦♥✜♥é ❤❛r♠♦♥✐q✉❡♠❡♥t à tr❛✈❡rs ❧❡q✉❡❧ ❞✐✛ér❡♥ts ♣♦t❡♥t✐❡❧s ❞és♦r❞♦♥♥és s♦♥t
tr❛♥s♣♦rtés✳ ▲❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✉ ♣✐é❣❡❛❣❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♥♦✉s r❛♣♣r♦❝❤❡r ❞✉ ♠♦♥❞❡ ❡①✲
♣ér✐♠❡♥t❛❧ ♠❛✐s r❡♥❞ ❧❡ ❇❊❈ ✐♥❤♦♠♦❣è♥❡ ❀ ❝❤♦s❡ q✉✐ ❝♦♠♣❧❡①✐✜❡ ❧✬ét✉❞❡✳
▲✬❛♣❡rç✉ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡✳ ▲♦rs ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣❛ss❡r
❡♥ r❡✈✉❡ ❧❛ ♣❤②s✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥ ❞❡ ❇♦s❡✲❊✐♥st❡✐♥✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✱
♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❢❛✐r❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❝❤♦s❡ ♣♦✉r ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ s✉♣❡r✢✉✐❞✐té✳ P✉✐s ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛✲
t✐♦♥ ❞✬❆♥❞❡rs♦♥ s❡r❛ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ◆♦✉s ❢❡r♦♥s ✉♥ ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt
❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹ ❞✉ rô❧❡ ❞❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❞és♦r❞r❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣❤②s✐q✉❡
✷ ❚❛❜❧❡ ❞❡s ♠❛t✐èr❡s
❞❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣❧✉s ✉♥ ❣r♦s ❢♦❝✉s s✉r ✉♥ ❞és♦r❞r❡ ❧✉♠✐♥❡✉① q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡
❧❡ s♣❡❝❦❧❡✳ ❖♥ ♣rés❡♥t❡r❛ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺ ♥♦s ♣r❡♠✐❡rs rés✉❧t❛ts s✉r ❧❛ ❧♦✲
❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦♥❞❡♥s❛t ✐♥❤♦♠♦❣è♥❡ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❡♥
♠♦✉✈❡♠❡♥t ♦ù ❞❡s ♠❡s✉r❡s ✐♥é❞✐t❡s ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ s❡r♦♥t ♣rés❡♥tés✳ ❖♥ ❢❡r❛
✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥st❛t❛t✐♦♥ s✉r ❧❡ rô❧❡ ❞❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❞és♦r❞r❡✳ ❈❤❛✲
♣✐tr❡ ✻ ❝♦♥t✐♥✉❡r❛ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❧✐❣♥é ♠❛✐s ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ❛♣♣❡❧ à ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ t②♣❡
❞❡ ❞és♦r❞r❡ s♣❡❝❦❧❡ q✉✬♦♥ ❛ ❝ré❡✱ ❧❡ ❘❛♥❞♦♠ ❉✐♠❡r s♣❡❝❦❧❡✱ q✉✐ ♥♦✉s ❛✐❞❡r❛ à
ét❛❜❧✐r ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❡♥tr❡ tr❛♥s♣♦rt q✉❛♥t✐q✉❡ ❡t tr❛♥s♣♦rt ❝❧❛ss✐q✉❡✳ ❊♥✜♥✱
♦♥ t❡r♠✐♥❡r❛ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s✳
❈❤❛♣✐tr❡ ✶
▲❛ ❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥ ❞❡ ❇♦s❡✲❊✐♥st❡✐♥
✶✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❯♥ ❣❛③ ♣❛r❢❛✐t ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❡st ❞é❝r✐t ❝❧❛ss✐q✉❡♠❡♥t ♣❛r ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡
▼❛①✇❡❧❧✲❇♦❧t③♠❛♥♥✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ ❞♦♥♥❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s Ni ❞✐s♣♦s❛♥t ❞❡
❧✬é♥❡r❣✐❡ εi ❝♦♠♠❡ ét❛♥t
Ni =
gi
e(εi−µ)/kBT
✭✶✳✶✮
♦ù gi ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❞é❣é♥ér❡s❝❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬ét❛t ❞✬é♥❡r❣✐❡ εi✱ T à ❧❛ t❡♠♣ér❛✲
t✉r❡ ❞✉ ❣❛③ ❡t µ ❛✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❝❤✐♠✐q✉❡✳ ▲❛ ♣❤②s✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧✲
❇♦❧t③♠❛♥♥ r❡♣♦s❡ s✉r ❧✬✐❞é❡ q✉❡ ❧❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s✱ ❜✐❡♥ q✉✬❡❧❧❡s ♣♦ssè❞❡♥t t♦✉t❡s
❧❡s ♠ê♠❡s ♣r♦♣r✐étés ✭♠❛ss❡✱ ❝❤❛r❣❡ ✳✳✳✮✱ s♦♥t ❞✐st✐♥❣✉❛❜❧❡s✳ ❈✬❡st à ❞✐r❡ q✉✬♦♥
♣❡✉t ✧tr❛q✉❡r✧ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡ ❡t ❛✐♥s✐ ❞✐st✐♥❣✉❡r ❧❡s ✉♥❡s
❞❡s ❛✉tr❡s✳ P❛r ❝♦♥tr❡ q✉❛♥t✐q✉❡♠❡♥t✱ ✉♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡ ❞❡ ♠❛t✐èr❡ ❡st ❛✉ss✐ ✉♥❡
♦♥❞❡ ❞❡ ♠❛t✐èr❡✳ ❈❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♦♥❞✉❧❛t♦✐r❡ ❡st q✉❛♥t✐✜é ♣❛r ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r
❞✬♦♥❞❡ ❞❡ ❞❡ ❇r♦❣❧✐❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❣❛③ ♣❛r❢❛✐t ❡♥ éq✉✐❧✐❜r❡ t❤❡r♠✐q✉❡✱ ❧❛
q✉❛♥t✐té ❞✬✐♥térêt ❡st ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡ t❤❡r♠✐q✉❡ ❞❡ ❞❡ ❇r♦❣❧✐❡✱ q✉✐ ❝♦rr❡s✲
♣♦♥❞ ❣r♦ss✐èr❡♠❡♥t à ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡ ❞❡ ❞❡ ❇r♦❣❧✐❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s
❞✉ ❣❛③ ✜①é à ✉♥❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ s♣é❝✐✜q✉❡✳ ▲❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡ t❤❡r♠✐q✉❡ ❞❡ ❞❡
❇r♦❣❧✐❡ ❡st
λTH(T ) =
√
2π~2
mkBT
✭✶✳✷✮
▲❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡ t❤❡r♠✐q✉❡ ❞❡ ❞❡ ❇r♦❣❧✐❡ ❡st ❞é❝✐s✐✈❡ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❞❡
❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡ s②stè♠❡ s♦✐t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ s♦✐t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❛♥t✐q✉❡✳ ❙✐ ❧❛
❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡ ❡st ♥❡tt❡♠❡♥t ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ q✉❡ ❧❡s ❛✉tr❡s t❛✐❧❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s
❞✉ ❣❛③ ❝♦♠♠❡ ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♣❛rt✐❝✉❧❡s✱ ❛❧♦rs ❧✬❛s♣❡❝t ♦♥✲
❞✉❧❛t♦✐r❡ ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ♥✬❛ ♣❛s ❞✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❡t ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❞❛♥s ❧❡ ré❣✐♠❡ ❞❡
▼❛①✇❡❧❧✲❇♦❧t③♠❛♥♥✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ s✐ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡ t❤❡r♠✐q✉❡ ❞❡✈✐❡♥t ❞✉
♠ê♠❡ ♦r❞r❡ ♦✉ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ q✉❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♣❛rt✐❝✉❧❡s✱ ❛❧♦rs
❧❡ tr❛✐t ♦♥❞✉❧❛t♦✐r❡ ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❞❡✈✐❡♥t ❞é❝✐s✐❢ ❡t ♥♦✉s ❡♥tr♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ré❣✐♠❡
q✉❛♥t✐q✉❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ré❣✐♠❡✱ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬♦♥❞❡ q✉✐ ❝❛r❛❝tér✐s❡♥t ❝❤❛q✉❡ ♣❛r✲
t✐❝✉❧❡ s❡ t♦✉❝❤❡♥t ❡t ✐❧ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞✐st✐♥❣✉❡r ✉♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡ ❞✬✉♥❡ ❛✉tr❡ ❀
♦♥ ❞✐t q✉❡ ❧❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s s♦♥t ✧✐♥❞✐st✐♥❣✉❛❜❧❡s✧✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ❢❛ç♦♥s ❞✬❡♥tr❡r
✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ▲❛ ❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥ ❞❡ ❇♦s❡✲❊✐♥st❡✐♥
❞❛♥s ❧❡ ré❣✐♠❡ q✉❛♥t✐q✉❡✳ ❙♦✐t ❡♥ ❛❧❧❛♥t à ❞❡s t❡♠♣ér❛t✉r❡s très ❜❛ss❡s✱ ❝❡ q✉✐
❛❣❣r❛♥❞✐t ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡ t❤❡r♠✐q✉❡ ❞✬❛♣rès ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✷✮✱ s♦✐t ❡♥ ❛②❛♥t
❞❡ très ❣r❛♥❞❡s ❞❡♥s✐tés✱ ❝❡ q✉✐ ré❞✉✐t ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡ ❡♥tr❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡✳ ❆
❤❛✉t❡s t❡♠♣ér❛t✉r❡s✱ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s s②stè♠❡s s♦♥t ❞❡ ♥❛t✉r❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ s❛✉❢ s✐
❧❡✉rs ❞❡♥s✐tés s♦♥t très ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬❛str❡ ❞❡ ❧❛ ♥❛✐♥❡ ❜❧❛♥❝❤❡✳
■❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ st❛t✐st✐q✉❡s q✉❛♥t✐q✉❡s ✿ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❋❡r♠✐✲❉✐r❛❝ ♣♦✉r ❧❡s
❢❡r♠✐♦♥s✱ q✉✐ s♦♥t ❧❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s à s♣✐♥✲❞❡♠✐ ❡♥t✐❡r ✭é❧❡❝tr♦♥✱ ♣r♦t♦♥✱ ♥❡✉tr♦♥✱
✳✳✳✮✱ ❡t ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❇♦s❡✲❊✐♥st❡✐♥ ♣♦✉r ❧❡s ❜♦s♦♥s✱ q✉✐ s♦♥t ❧❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s à s♣✐♥
❡♥t✐❡r ✭♣❤♦t♦♥✱ ❜♦s♦♥ ❞❡ ❍✐❣❣s✱ ❛t♦♠❡ ❞✬❍❡✲✹✱✳✳✳✮✳ ❈❡s st❛t✐st✐q✉❡s s♦♥t ✿
Ni =
gi
e(εi−µ)/kBT ± 1 ✭✶✳✸✮
♦ù ❧❡ ✧✰✧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ s❛t✐tst✐q✉❡ ❞❡ ❋❡r♠✐✲❉✐r❛❝ ❡t ❧❡ ✧✲✧ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❇♦s❡✲
❊✐♥st❡✐♥✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧♦rsq✉❡ e−µ/kBT ≫ 1✱ ♥♦✉s r❡✈❡♥♦♥s à ❧❛ ❞✐str✐❜✉✲
t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧✲❇♦❧t③♠❛♥♥✳ ■❧ ❡st ❜♦♥ ❞❡ r❛♣♣❡❧❡r✱ ❛✉ ♣❛ss❛❣❡✱ q✉❡ ❧❛
♣❧❛❣❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ♣♦ss✐❜❧❡s ♣♦✉r ❧❡s é♥❡r❣✐❡s εi ❞❛♥s ❧❡s st❛t✐st✐q✉❡s q✉❛♥t✐q✉❡s
❡st ❞✐s❝rèt❡ ❡t ♥♦♥ ❝♦♥t✐♥✉ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ré❣✐♠❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✳
❈✬❡st ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡ ❇♦s❡✲❊✐♥st❡✐♥ q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡✳ ❊❧❧❡ ❢✉t ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣♦✉r
❧❡ ❝❛s ❞❡s ♣❤♦t♦♥s ♣❛r ❙❛t②❡♥❞r❛ ❇♦s❡ ❬✷❪ ❡♥ ✶✾✷✹✱ ♣✉✐s ❡❧❧❡ ❢✉t ❣é♥ér❛❧✐sé❡ ❛✉
❝❛s ❞❡s ❛✉tr❡s ❛t♦♠❡s ❜♦s♦♥✐q✉❡s✱ ❞❡ ♠❛ss❡ ♥♦♥✲♥✉❧❧❡ ♣❛r ❆❧❜❡rt ❊✐♥st❡✐♥ ❡♥
✶✾✷✹✲✷✺ ❬✸❪✳
▲❡s ❜♦s♦♥s ♥✬♦❜é✐ss❡♥t ♣❛s ❛✉ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬❡①❝❧✉s✐♦♥ ❞❡ P❛✉❧✐ ❡t✱ ♣❛r ❝♦♥sé✲
q✉❡♥t✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ❜♦s♦♥s ♣❡✉✈❡♥t s❡ r❡tr♦✉✈❡r ❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ét❛t q✉❛♥t✐q✉❡✳
▲♦rs ❞❡ s❡s tr❛✈❛✉①✱ ❊✐♥st❡✐♥ ❛✈❛✐t ♣ré❞✐t ✉♥ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ♦ù✱ à ❞❡s t❡♠♣ér❛✲
t✉r❡s s✉✣s❛♠♠❡♥t ❜❛ss❡s✱ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❞❡ ❜♦s♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡
s②stè♠❡ s❡ r❡tr♦✉✈❛✐t ❞❛♥s ❧✬ét❛t ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❧❡ ♣❧✉s ❜❛s ✿ ❝✬❡st ❝❡ q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡
❧❛ ✧❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥ ❞❡ ❇♦s❡✲❊✐♥st❡✐♥✧✳ ❊t à T = 0❑✱ ❝✬❡st t♦✉s ❧❡s ❜♦s♦♥s q✉✐
s❡ r❡tr♦✉✈❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ét❛t q✉❛♥t✐q✉❡✳ ❉✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♦♥❞✉❧❛t♦✐r❡✱ ❧❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬♦♥❞❡s ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t s❡ t♦✉❝❤❡♥t ♠❛✐s ❡❧❧❡s s❡ ❢✉✲
s✐♦♥♥❡♥t ❡♥ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡✳
▲❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥ ❞❡ ❇♦s❡✲❊✐♥st❡✐♥ s✬❡✛❡❝t✉❡ ❧♦rsq✉❡
❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡ ❞❡ ❞❡ ❇r♦❣❧✐❡ ❡st à ♣❡✉ ♣rès ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ t❛✐❧❧❡ q✉❡ ❧❛
sé♣❛r❛t✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡ ❡♥tr❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s✳ P♦✉r ✉♥ ❣❛③ ♣❛r❢❛✐t tr✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❡❧ ❞❡ N
❛t♦♠❡s ❝♦♥t❡♥✉s ❞❛♥s ✉♥❡ ❜♦ît❡ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ V ✭❡t ❞♦♥❝ ❞❡ ❞❡♥s✐té n = N/V ✮✱
❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡ s❡ ♣r♦❞✉✐t q✉❛♥❞
λTH(Tc) ≈ n− 13 . ✭✶✳✹✮
✶✳✷✳ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ✺
◗✉❛♥t à ❧❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞✬❛t♦♠❡s ❝♦♥❞❡♥sés à t❡♠♣ér❛t✉r❡ T ✱ ❡❧❧❡ ❡st ✿
N0
N
= 1−
(
T
Tc
) 3
2
✭✶✳✺✮
♦ù Tc ❡st ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✳ P♦✉r T < Tc✱ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♠❛✲
❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❞❡ ❜♦s♦♥s ✧❝♦♥❞❡♥s❡♥t✧ ❞❛♥s ❧✬ét❛t ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞✉ ❣❛③ ♣❛r❢❛✐t✱
ψk=0 = 1/
√
V ✳ ❊t à T = 0✱ ❝❡ s♦♥t t♦✉s ❧❡s N ❜♦s♦♥s q✉✐ s❡ r❡tr♦✉✈❡♥t ❞❛♥s
❧✬ét❛t ❦ = 0✳
✶✳✷ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s
❇✐❡♥ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥ ❞❡ ❇♦s❡✲❊✐♥st❡✐♥ ❢✉t ♣ré❞✐t❡ ❡♥ ✶✾✷✹✲✷✺✱ ♦♥ ❛ ❞✉
❛tt❡♥❞r❡ ♣rès ❞❡ ✼✵ ❛♥s ♣♦✉r s❛ ❝♦♥✜r♠❛t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡✳ ▲❛ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡
❛tt❡♥t❡ ❛ été ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ✐♥é❧✉❝t❛❜❧❡ ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❛t♦♠❡s✳ P♦✉r ❧❡s
✐❣♥♦r❡r à très ❜❛ss❡s t❡♠♣ér❛t✉r❡s✱ ♦♥ ❡st ♦❜❧✐❣é ❞✬♦♣ér❡r ❛✈❡❝ ❞❡s s②stè♠❡s
❞❡ très ❢❛✐❜❧❡s ❞❡♥s✐tés✳ ▲❛ ❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥ ❞❡ ❇♦s❡✲❊✐♥st❡✐♥ ❛ été ♦❜s❡r✈é❡ ♣♦✉r
❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦✐s ♣❛r ❧✬❡q✉✐♣❡ ❞✬❊r✐❝ ❈♦r♥❡❧❧ ❡t ❈❛r❧ ❲✐❡♠❛♥ ❛✉ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❞❡
❏■▲❆✲◆■❙❚ ❛✉ ❈♦❧♦r❛❞♦ ❧❡ ✺ ❥✉✐♥ ✶✾✾✺ ❬✹❪✳ ■❧s ✉t✐❧✐sèr❡♥t ❞❡s ❛t♦♠❡s ❞❡ r✉❜✐✲
❞✐✉♠ 87❘❜ ❛✈❡❝ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛t♦♠❡s ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ 104✳ ◗✉❛tr❡ ♠♦✐s ♣❧✉s t❛r❞✱
✉♥❡ ❛✉tr❡ éq✉✐♣❡ ❞✐r✐❣é❡ ♣❛r ❲♦❧❢❣❛♥❣ ❑❡tt❡r❧❡ ❛✉ ▼■❚ ❬✺❪ ♦❜s❡r✈❛ ❧❛ ❝♦♥❞❡♥✲
s❛t✐♦♥ ❞❡ ❇♦s❡✲❊✐♥st❡✐♥ ❛✈❡❝ ❞❡s ❛t♦♠❡s ❞❡ s♦❞✐✉♠ 23◆❛✳ ▲❡s ❞❡✉① éq✉✐♣❡s
✉t✐❧✐sèr❡♥t ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ r❡❢r♦✐❞✐ss❡♠❡♥t ❞✬❛t♦♠❡s ♣❛r ❧❛s❡r ❡t ❞✬é✈❛♣♦r❛✲
t✐♦♥ ♣❛r ♣✐é❣❡❛❣❡ ♠❛❣♥ét✐q✉❡✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶ ♠♦♥tr❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡ ♣♦✉r
❧❛ ❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ✐♠♣✉❧s✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❧✬éq✉✐♣❡ ❞❡ ❈♦r♥❡❧❧
❡t ❲✐❡♠❛♥✳ ▲✬éq✉✐♣❡ ❞❡ ❑❡tt❡r❧❡ ❞✐s♣♦s❛✐t ❞✬✉♥❡ ❝❡♥t❛✐♥❡ ❞❡ ❢♦✐s ♣❧✉s ❞✬❛t♦♠❡s
q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❈♦r♥❡❧❧✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠✐t à ❧✬éq✉✐♣❡ ❞❡ ❑❡tt❡r❧❡ ❞✬❛✈♦✐r ♣❧✉s✐❡✉rs rés✉❧✲
t❛ts ✐♠♣♦rt❛♥ts t❡❧s q✉❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❝♦♥❞❡♥s❛ts✳ P♦✉r
❧❡✉rs tr❛✈❛✉①✱ ❈♦r♥❡❧❧✱ ❲✐❡♠❛♥ ❡t ❑❡tt❡r❧❡ ❢✉r❡♥t ❛ttr✐❜✉és ❝♦♥❥♦✐♥t❡♠❡♥t ❧❡
♣r✐① ◆♦❜❡❧ ❞❡ ♣❤②s✐q✉❡ ❡♥ ✷✵✵✶✳ ❯♥ ❝♦♥❞❡♥s❛t ❞❡ ❧✐t❤✐✉♠ 7▲✐ ❢✉t é❣❛❧❡♠❡♥t ♦❜✲
t❡♥✉ ♣❛r ❧✬éq✉✐♣❡ ❞❡ ❘❛♥❞② ❍✉❧❡t à ❘✐❝❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② ❛✉ ❚❡①❛s ❬✽❪✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡
ét❛✐t q✉❡ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① r✉❜✐❞✐✉♠ ❡t s♦❞✐✉♠ q✉✐ ❞✐s♣♦s❡♥t ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s
✐♥t❡r✲❛t♦♠✐q✉❡s ré♣✉❧s✐✈❡s✱ ❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❞✉ ❧✐t❤✐✉♠ s♦♥t ❛ttr❛❝t✐✈❡s ❡t✱ ♣❛r
❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❧❡ ❇❊❈ ♣❡✉t s✬é❝r♦✉❧❡r ♣♦✉r ❞❡ tr♦♣ ❤❛✉t❡s ❞❡♥s✐tés ❛t♦♠✐q✉❡s✳
▲❡ ❇❊❈ ❞❡ ❧✬éq✉✐♣❡ ❞❡ ❍✉❧❡t ét❛✐t ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ♣❛s ♣❧✉s ❞❡ ✶✵✵✵ ❛t♦♠❡s✱ ❝❡ q✉✐
❡st très ♣❡✉ ❝♦♠♣❛ré ❛✉① ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❞❡ ❈♦r♥❡❧❧ ❡t ❑❡tt❡r❧❡✳ ▲❡s ❛t♦♠❡s ♠❡♥✲
t✐♦♥♥és ❥✉sq✉✬à ♣rés❡♥t ét❛♥t t♦✉s ❞❡s ❛❧❝❛❧✐♥s✳ ❊♥ ✶✾✾✽✱ ✉♥ ❝♦♥❞❡♥s❛t ❞✬❛t♦♠❡s
❞✬❤②❞r♦❣è♥❡ ❢✉t ❝ré❡ ❛✉ ▼■❚ ♣❛r ❧✬éq✉✐♣❡ ❞❡ ●r❡②t❛❦ ❡t ❑❧❡♣♣♥❡r ❬✾❪✳
✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ▲❛ ❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥ ❞❡ ❇♦s❡✲❊✐♥st❡✐♥
❋✐❣✳ ✶✳✶✿ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ✈✐t❡ss❡s ♣♦✉r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❇❊❈ ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❧✬éq✉✐♣❡
❞❡ ❈♦r♥❡❧❧ ❡t ❲✐❡♠❛♥ ❛✉ ◆■❙❚✲❏■▲❆ ❡♥ ✶✾✾✺ ❬✹❪✳ ▲❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡ à ❣❛✉❝❤❡ ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞ à T > T❝✱ ❝❡❧✉✐ ❞✉ ❝❡♥tr❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♣✐❝ à T ≈ T❝ ❡t ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❛✈❡❝
❧❡ ♣✐❝ ❡♥❝♦r❡ ♣❧✉s ❝❧❛✐r ❡t ♥❡t à T < T❝✳
✶✳✸ Prés❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♣✐è❣❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❡①tér✐❡✉r ✭♠❛✐s
♣❛s ❡♥❝♦r❡ ❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❛t♦♠❡s✮✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❛✈❡❝
❧❡ ♣✐é❣❡❛❣❡ ♠❛❣♥ét✐q✉❡✳ ▲❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❡st ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ❬✶✵❪ ✿
V (r) ≡ V (r⊥, z) = 1
2
m(ω2⊥r
2
⊥ + ω
2
zz
2). ✭✶✳✻✮
❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ω♠❣ = (ω
2
⊥ωz)
1/3✳ ❯♥ ❛t♦♠❡ ❛ ✉♥ ét❛t
❢♦♥❞❛♠❛♥t❛❧ ❞❡ ❢♦r♠❡ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ✿
Ψ0(r⊥, z) =
(
1
ℓ0
√
π
)3/2
e−
m
2~
(ω⊥r
2
⊥
+ωzz2) ✭✶✳✼✮
♦ù ℓ0 ❡st ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧✬♦s❝✐❧❧❛t❡✉r ❤❛r♠♦♥✐q✉❡✱ ❡❧❧❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿
ℓ0 =
√
~
mω♠❣
. ✭✶✳✽✮
❊♥ ✜①❛♥t ❧❡ r❛t✐♦ q = ωz/ω⊥✱ ❧♦rsq✉❡ q < 1 ❧❡ ♣✐è❣❡ ❛ ❧✬❛❧❧✉r❡ ❞✬✉♥ ❝✐❣❛r❡
❛❧❧♦♥❣é ❛❧♦rs q✉❡ q✉❛♥❞ q > 1 ❧❡ ♣✐è❣❡ ❛ ❧✬❛❧❧✉r❡ ❞✬✉♥❡ ❝rê♣❡✳ ▲✬❊q✳✭✶✳✼✮ ♣❡✉t
✶✳✸✳ Prés❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♣✐è❣❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ✼
êtr❡ ❛❧♦rs réé❝r✐t ✿
Ψ0(r⊥, z) =
(
q1/4
π3/4ℓ
3/2
⊥
)
e
− 1
2ℓ2
⊥
(r2
⊥
+qz2)
✭✶✳✾✮
♦ù ℓ⊥ =
√
~/(mω⊥) ❡st ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧✬♦s❝✐❧❧❛t❡✉r ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ r❛❞✐❛❧✳ ❉❡
♣❧✉s✱ ❝♦♠♠❡ ω⊥ = q
−1/3ω♠❣✱ ♦♥ ❛ ℓ⊥ = q
1/6ℓ0✳
▼❡tt♦♥s t♦✉s ❧❡s N ❜♦s♦♥s ❞❛♥s ❧✬ét❛t ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ à T = 0✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡
❞❡s N ❜♦s♦♥s ❡st ✿
Ψ0(r1, · · · , rN) = Ψ0(r1)Ψ0(r2) · · ·Ψ0(rN) ✭✶✳✶✵✮
❡t ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞✉ ❝♦♥❞❡♥s❛t ❡st
n(r) =
∫
dr1 · · · drN
(
N∑
i=1
δ(r− ri)
)
|Ψ0(r1, · · · , rN)|2
=
∫
dr1 · · · drN
(
N∑
i=1
δ(r− ri)
)
|Ψ0(r⊥,1, z1)Ψ0(r⊥,2, z2) · · ·Ψ0(r⊥,N , zN)|2
= N |Ψ0(r⊥, z)|2
=
N
(ℓ0
√
π)3
e
− 1
q1/3ℓ2
0
(r2
⊥
+qz2)
✭✶✳✶✶✮
❈❡❧❛ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ✉♥ ✈♦❧✉♠❡ ❡✛❡❝t✐❢ ℓ30 ♣♦✉r ❧❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t✳
P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ✈✐t❡ss❡s✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r
❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ ✿
Ψ0(❦⊥, kz) =
(
ℓ
1/2
⊥
π3/4q1/4
)
e−
ℓ2
⊥
2
(❦2
⊥
+k2z/q). ✭✶✳✶✷✮
▲❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ✈✐t❡ss❡s ❛ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❛❧❧✉r❡ Ne−ℓ
2
0
k2 ✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡s ❝♦♥❞❡♥s❛ts
❝♦♥✜♥és ❞❛♥s ❧❡s ♣✐è❣❡s ❛♥✐s♦tr♦♣❡s✱ q✉✐ s♦♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❧❡s ❧❛✲
❜♦r❛t♦✐r❡s✱ ♣♦ssè❞❡♥t ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ❞❡♥s✐té ❡t ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ❛❧❧✉r❡s
❛♥✐s♦tr♦♣❡s ❡t ♣✐q✉és✳
❖♥ s❛✐t q✉❡ ♣♦✉r T ≫ Tc✱ ❧❡ ♣r♦✜❧ ❞❡ ❞❡♥s✐té s✉✐t ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥
q✉✐ ❛ ❧❛ ❢♦r♠❡ e−mω
2
♠❣|r|
2/2kBT ✳ ❈❡❧❛ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❝♦♠♠❡ ✈♦❧✉♠❡ ❡✛❡❝t✐❢ R3T =
(kBT/mω
2
♠❣)
3✳ ◗✉❛♥t à ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ✈✐t❡ss❡s✱ ❡❧❧❡ s✉✐t ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡
▼❛①✇❡❧❧
exp
(
− mv
2
2kBT
)
= exp
(
− ~
2|❦|2
2mkBT
)
. ✭✶✳✶✸✮
✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ▲❛ ❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥ ❞❡ ❇♦s❡✲❊✐♥st❡✐♥
▲❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ✈✐t❡ss❡s r❡st❡ t♦✉❥♦✉rs ✐s♦tr♦♣❡ à T ≫ Tc✱ ❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s
❧❡ ❝❛s à T . Tc ✳
❉❡ ❝❡❧❛✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é❞✉✐r❡ ✉♥❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ♣♦✉r ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡
♣❤❛s❡✳ P♦✉r T ≫ Tc✱ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ✈✐t❡ss❡s ❛ ✉♥❡ ❛❧❧✉r❡ ♣❧✉tôt ❛♠♣❧❡ ❛✈❡❝
✉♥❡ ❧❛r❣❡✉r (mkBT/~
2)1/2✳▼❛✐s q✉❛♥❞ T ∼ Tc✱ ✉♥ ♣✐❝ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❜❡❛✉❝♦✉♣
♣❧✉s ✜♥ ❛♣♣❛r❛ît✱ ❧✬é♣❛✐ss❡✉r ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❦ ❡st ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ 1/ℓ0 = (mω0/~)1/2✳
P♦✉r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs t②♣✐q✉❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s (mω♠❣/~)
1/2 ≪ (mkBT/~2)1/2✱ ❝✬❡st
❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ✈♦✐t s✉r ❋✐❣✳✶✳✶✳
▲❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡ s✬❡✛❡❝t✉❡ q✉❛♥❞ λTH(Tc) ∼ n− 13 ✱ ♦ù n = N/R3T ✳ ▲❛
t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❝r✐t✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ❣❛③ ❜♦s♦♥✐q✉❡ s❛♥s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ♣✐é❣❡
❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ❡st
Tc =
~ω♠❣N
1
3
ζ(3)kB
= 0.94
~ω♠❣N
1
3
kB
✭✶✳✶✹✮
♦ù ζ(n) ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ③êt❛ ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥✳ ▲❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞✬❛t♦♠❡s ❝♦♥❞❡♥sés à
t❡♠♣ér❛t✉r❡ T ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ♣✐è❣❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ tr✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❡st ✿
N0
N
= 1−
(
T
Tc
)3
. ✭✶✳✶✺✮
❙♦♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡st ♠♦♥tré s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✳ ❈❡s ❞❡✉① ❞❡r♥✐❡rs rés✉❧✲
t❛ts s♦♥t ♦❜t❡♥✉ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐q✉❡ N → ∞✱ ω♠❣ → 0 ❡t
Nω3♠❣ → ❝t❡✳ ❉❛♥s ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s✱ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐q✉❡ ♥✬❡st ❥❛♠❛✐s
❛tt❡✐♥t❡ é✈✐❞❡♠♠❡♥t✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ❞❡ ❧✬éq✉✐♣❡ ❞❡
❈♦r♥❡❧❧ ❡t ❲✐❡♠❛♥ ❬✶✶❪✱ ♣✉✐s ❝❡✉① ❞❡ ❧✬éq✉✐♣❡ ❞❡ ❑❡tt❡r❧❡ ❬✶✷❪✱ s♦♥t ❡♥ très ❜♦♥
❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❊q✳✭✶✳✶✹✮ ❡t ❡♥ ❜♦♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❊q✳✭✶✳✶✺✮ à ♣❛rt ❞❡s ❞é✈✐❛t✐♦♥s
❞û ❛✉① ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡t à ❧❛ t❛✐❧❧❡ ✜♥✐❡✳
❯♥❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❡st q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛t♦♠❡s ❡♥ ❥❡✉① ♥✬❡st ♣❛s
✈ér✐t❛❜❧❡♠❡♥t ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ✭❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ét❛♥t ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ 107✮ ❡t q✉❡ ❞❡s
❡✛❡ts ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✜♥✐❡ s♦♥t à ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① rés✉❧t❛ts ✭✶✳✶✹✮
❡t ✭✶✳✶✺✮ ♦❜t❡♥✉s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐q✉❡ N →∞✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❑❡t✲
t❡r❧❡ ❡t ❛❧✳ ❬✶✸❪ ♦♥t ♦❜t❡♥✉s ❞❡s rés✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s ♣♦✉r ✶✵✵✵ ❛t♦♠❡s q✉❡ ❥✬❛✐
✐❧❧✉stré ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡♠❡♥t ❡♥ ♣♦✐♥t✐❧❧és s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✳ ▲❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞✬❛t♦♠❡s
❝♦♥❞❡♥sés ❡t ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ s♦♥t ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡s✳ ❉❡s rés✉❧t❛ts ❛♥❛✲
❧②t✐q✉❡s ❬✶✹✱ ✶✺✱ ✶✸✱ ✶✻❪ ♦♥t ♠♦♥trés q✉❡ ❧❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞✬❛t♦♠❡s ❝♦♥❞❡♥sés ❛✐♥s✐
q✉❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❞é❝r♦✐❡♥t ❞✬✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ N−1/3 ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉①
❊qs✳✭✶✳✶✹✮ ❡t ✭✶✳✶✺✮✳
✶✳✹✳ ❉✐♠❡♥s✐♦♥♥❛❧✐té ✾
❋✐❣✳ ✶✳✷✿ ▲❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞✬❛t♦♠❡s ❝♦♥❞❡♥sés ✈❡rs✉s ❧❛ t❡♠♣é✲
r❛t✉r❡ ✭❡♥ ✉♥✐té ❞❡ Tc✮✳ ▲❛ ❧✐❣♥❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ r♦✉❣❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ rés✉❧t❛t t❤é♦✲
r✐q✉❡ ✭✶✳✶✺✮ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡t ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❜❧❡✉❡ s❝❤é♠❛t✐q✉❡ ❡♥
♣♦✐♥t✐❧❧és ❛✉ ❝❛s ♦ù ♦♥ ♣r❡♥❞ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✜♥✐❡✳
✶✳✹ ❉✐♠❡♥s✐♦♥♥❛❧✐té
◆♦tr❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥ ❞❡ ❇♦s❡✲❊✐♥st❡✐♥ ❥✉sq✉✬à ♣rés❡♥t s✬❡st ♣♦r✲
té❡ ❡♥ tr♦✐s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s s♦✉❧✐❣♥é ❝❡ ❢❛✐t✱ ❧❛ ❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥♥❛❧✐té ❥♦✉❡ ✉♥ rô❧❡ ❞é❝✐s✐❢ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ à ❝❡rt❛✐♥❡s ❞✐✲
♠❡♥s✐♦♥s ❡t s♦✉s ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❧❛ ❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥ ♥❡ s❡ ♣r♦❞✉✐t ♣❛s✳ P♦✉r
♠✐❡✉① ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ♣r❡♥♦♥s ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛t♦♠❡s ♥♦♥✲❝♦♥❞❡♥sés ✭❝✬❡st
à ❞✐r❡ ❡①❝✐tés t❤❡r♠✐q✉❡♠❡♥t✮ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐q✉❡
Nt❤ = N −N0 =
∫ ∞
0
dε
ρ(ε)
eβε − 1 ✭✶✳✶✻✮
♦ù ρ(ε) ❡st ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞✬ét❛ts✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣r✐s ✐❝✐ µ = 0 ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞✬❛t♦♠❡s ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ♣♦ss✐❜❧❡✳
P♦✉r ✉♥ ❣❛③ ♣❛r❢❛✐t✱ ρ(ε) ∝ ε(d−2)/2✳ ❊♥ ✸❉✱ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ✭✶✳✶✻✮ ❝♦♥✈❡r❣❡✱ ♠❛✐s ❡♥
✷❉ ❡t ❡♥ ✶❉ ❡❧❧❡ ❞✐✈❡r❣❡✳ ❉♦♥❝✱ ❧❛ ❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥ ❞❡ ❇♦s❡✲❊✐♥st❡✐♥ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡
q✉✬❡♥ ✸❉ ♣♦✉r ✉♥ ❣❛③ ♣❛r❢❛✐t ✭❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉✬♦♥ ❛ ✉♥❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❝r✐t✐q✉❡
♥♦♥✲♥✉❧❧❡✮✳ P♦✉r ✉♥ ❣❛③ ♣✐é❣é ❤❛r♠♦♥✐q✉❡♠❡♥t s❛♥s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ ρ(ε) ∝ εd−1✳
❊♥ ✸❉ ❡t ❡♥ ✷❉✱ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ✭✶✳✶✻✮ ❝♦♥✈❡r❣❡ ♠❛✐s ❡♥ ✶❉ ❡❧❧❡ ❞✐✈❡r❣❡✳ ❉♦♥❝✱ ❞❛♥s
❧❡ ❝❛s ❞✉ ♣✐é❣❡❛❣❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡✱ ❧❛ ❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥ ❞❡ ❇♦s❡✲❊✐♥st❡✐♥ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❡♥
✶✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ▲❛ ❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥ ❞❡ ❇♦s❡✲❊✐♥st❡✐♥
✸❉ ❡t ❡♥ ✷❉ ♠❛✐s ♣❛s ❡♥ ✶❉✳ ■❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ s♦✉❧✐❣♥❡r q✉❡ ❝❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t
❞❛♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐q✉❡ N → ∞✳ P♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉①
❞❡ t❛✐❧❧❡s ✜♥✐❡s✱ ♦♥ ❛ ❞❡s ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥s ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡s ❞❡ ❧✬ét❛t ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ à
❞❡s t❡♠♣ér❛t✉r❡s ♥♦♥✲♥✉❧❧❡s ❧à ♦ù ❧❛ ❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥ ❞❡ ❇♦s❡✲❊✐♥st❡✐♥ ❡st t❤é♦✲
r✐q✉❡♠❡♥t ♣r♦s❝r✐t❡ ❬✶✸❪✳
✶✳✺ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✿ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ●r♦ss✲P✐t❛❡✈s❦✐✐
❏✉sq✉✬à ♣rés❡♥t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐❣♥♦ré ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❛t♦♠❡s✳
▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ✉♥ ré❣✐♠❡ ❞❡ ❢❛✐❜❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡
❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡ ❡♥tr❡ ✷ ❛t♦♠❡s✱ n−1/3✱ ❡st ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ q✉❡
❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡s ✐♥tér❛❝t✐♦♥s a q✉✐ ❡st ❛♣♣❡❧é ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡
❞✐✛✉s✐♦♥ ❡♥ ♦♥❞❡ s✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝♦♥❝✐s❡✱ ♦♥ ❛
na3 ≪ 1 ✭✶✳✶✼✮
q✉✐ ❡st ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❣❛③ ❞✐❧✉é✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é❝r✐r❡ ❧✬✐♥té✲
r❛❝t✐♦♥ à ❞❡✉① ❝♦r♣s ❝♦♠♠❡
V (r1 − r2) = gδ(r1 − r2) ✭✶✳✶✽✮
♦ù ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❞✬✐♥tér❛❝t✐♦♥ ❡st ✭❞❛♥s ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❇♦r♥✮
g =
4π~2
m
a. ✭✶✳✶✾✮
❖♥ ♥❡ ♣r❡♥❞ ♣❛s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧✬✐♥tér❛❝t✐♦♥s à tr♦✐s ❝♦r♣s ❝❛r ❡❧❧❡s s♦♥t très r❛r❡s
♣♦✉r ✉♥ ❣❛③ ❞✐❧✉é✳ ■❧ ❢❛✉t s♦✉❧✐❣♥❡r q✉✬êtr❡ ❞❛♥s ✉♥ ré❣✐♠❡ ❞✐❧✉é ♥❡ s✐❣♥✐✜❡
♣❛s q✉❡ ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♦♥t ♣❡✉ ❞✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣❤②s✐q✉❡ ❞✉
♣r♦❜❧è♠❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛✈♦✐r ✉♥ ❣❛③ ❞✐❧✉é t♦✉t ❡♥ ❛②❛♥t ✉♥❡ é♥❡r❣✐❡ ❞✬✐♥✲
t❡r❛❝t✐♦♥ 103 − 104 ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ q✉❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❝✐♥ét✐q✉❡ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s
❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❞❡ ❧✬éq✉✐♣❡ ❞❡ ❑❡tt❡r❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❇❊❈ ❞❡ s♦❞✐✉♠ ❬✶✵❪✳
▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ t❤é♦r✐❡ ❞✬✉♥ ❣❛③ ❞❡ ❜♦s♦♥s ❛✈❡❝ ✐♥tér❛❝t✐♦♥s ❛ été ré❛❧✐sé ♣❛r
◆✐❦♦❧❛② ❇♦❣♦❧✐✉❜♦✈ ❬✶✼❪✳ ❙❛ t❤é♦r✐❡ ét❛✐t ♣♦✉r ✉♥ ❝❛s ❤♦♠♦❣è♥❡✳ ▲❛ ❣é♥é✲
r❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❇♦❣♦❧✐✉❜♦✈ ❛✉ ❝❛s ✐♥❤♦♠♦❣è♥❡ ❡st ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡
●r♦ss✲P✐t❛❡✈s❦✐✐✱ ❞é❝♦✉✈❡rt ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ♣❛r ❊✉❣❡♥❡ ●r♦ss ❬✶✽✱ ✶✾❪ ❡t ▲❡✈
P✐t❛❡✈s❦✐✐ ❬✷✵❪✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❛♣♣r♦❢♦♥❞✐r t♦✉t ❝❡❧❛✳
✶✳✺✳ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✿ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ●r♦ss✲P✐t❛❡✈s❦✐✐ ✶✶
▲❡ ❤❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ à ♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦r♣s ❡st✱ ❡♥ s❡❝♦♥❞❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥✱
Hˆ =
∫
drΨˆ†(r)
[
− ~
2
2m
∇2 + V❡①t(r)
]
Ψˆ(r)
+
1
2
∫
drdr′Ψˆ†(r)Ψˆ†(r′)V (r− r′)Ψˆ(r′)Ψˆ(r)
✭✶✳✷✵✮
♦ù V❡①t ❡st ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❡①t❡r♥❡ ❡t Ψˆ(r) ❡t Ψˆ†(r) s♦♥t ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❝❤❛♠♣s
❜♦s♦♥✐q✉❡s q✉✐ s❛t✐s❢♦♥t[
Ψˆ(r), Ψˆ†(r)
]
= δ(r− r′) ✭✶✳✷✶❛✮[
Ψˆ(r), Ψˆ(r)
]
=
[
Ψˆ†(r), Ψˆ†(r)
]
= 0 ✭✶✳✷✶❜✮
❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❊q✳✭✶✳✶✽✮ ❞❛♥s ❊q✳✭✶✳✷✵✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
Hˆ =
∫
dr
[
Ψˆ†(r)
(
− ~
2
2m
∇+ V❡①t(r)
)
Ψˆ(r) +
g
2
Ψˆ†(r)Ψˆ†(r)Ψˆ(r)Ψˆ(r)
]
✭✶✳✷✷✮
▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❇♦❣♦❧✐✉❜♦✈ ❡st ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛♠♣s ♠♦②❡♥✳ ▲✬✐❞é❡ ❡st
❞❡ s❝✐♥❞❡r ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❜♦s♦♥✐q✉❡ ❡♥ ✉♥❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✧❝❧❛ss✐q✉❡✧✱ q✉✐ r❡♣ré✲
s❡♥t❡ ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♥❞❡♥s❛t✱ ❡t ✉♥❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ q✉❛♥t✐q✉❡✱ q✉✐ r❡♣ré✲
s❡♥t❡ ✉♥❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✳
▲✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❝❤❛♠♣s ❜♦s♦♥✐q✉❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞é❝♦♠♣♦sé ❡♥
Ψˆ(r) =
∑
α
Ψα(r)aˆα ✭✶✳✷✸✮
♦ù Ψα(r) ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ à ✉♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡ ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱Ψα(r) = ei❦·r/
√
V
♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❧✐❜r❡✮ ❡t aˆα ❡st ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞✬❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ à ✉♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡ ❞❛♥s
❧✬ét❛t α✳ ▲❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❜♦s♦♥✐q✉❡s ❞✬❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❝ré❛t✐♦♥✱ aˆα ❡t aˆ
†
α
r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ❛❣✐ss❡♥t ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❋♦❝❦ ♣❛r ✿
aˆα|n0, n1, · · · , nα, · · · 〉 = √nα |n0, n1, · · · , nα − 1, · · · 〉 ✭✶✳✷✹❛✮
aˆ†α|n0, n1, · · · , nα, · · · 〉 =
√
nα + 1|n0, n1, · · · , nα + 1, · · · 〉 ✭✶✳✷✹❜✮
♦ù nα ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜♦s♦♥s ❞❛♥s ❧✬ét❛t α✳
▲❛ ❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥ ❞❡ ❇♦s❡✲❊✐♥st❡✐♥ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜♦s♦♥s ❞❛♥s ❧✬ét❛t
é♥❡r❣ét✐q✉❡♠❡♥t ❧❡ ♣❧✉s ❜❛s✱ n0✱ ❡st ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡♠❡♥t ❧❛r❣❡ ❀ ❝✬❡st à ❞✐r❡ n0 =
✶✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ▲❛ ❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥ ❞❡ ❇♦s❡✲❊✐♥st❡✐♥
N0 ≫ 1✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ ❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐q✉❡
N → ∞✱ ❝❡ q✉✐ ✐♥❞✉✐t q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ N0/N r❡st❡ ✜♥✐❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡s ét❛ts
q✉❛♥t✐q✉❡s ❛✈❡❝ N0 ♦✉ N0 ± 1 ❜♦s♦♥s ❞é❝r✐✈❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡ s②stè♠❡ ♣❤②s✐q✉❡✳
Pr❡♥❛♥t |φ0〉 ❧✬ét❛t ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧✱ ♦♥ ❛ N0 = 〈φ0|aˆ†0aˆ0|φ0〉 ∼ N ✳ ❉♦♥❝✱
〈φ0|aˆ†0aˆ0|φ0〉 ≡ 〈φ0|aˆ0aˆ†0|φ0〉 − 1 ≈ 〈φ0|aˆ0aˆ†0|φ0〉 ✭✶✳✷✺✮
P❛r ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ♦♥ ♣❡✉t tr❛✐t❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞✬é❝❤❡❧❧❡ à
✉♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡✱ aˆ0 ❡t aˆ
†
0✱ ❝♦♠♠❡ ❞❡ s✐♠♣❧❡ ♥♦♠❜r❡s✲c ✿
aˆ0 ≈ aˆ†0 ≈
√
N0 ✭✶✳✷✻✮
❘❡t♦✉r♥❛♥t à ❊q✳✭✶✳✷✸✮ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣r❡s❝r✐t♣✐♦♥ ❞❡ ❇♦❣♦❧✐✉❜♦✈ ✭✶✳✷✻✮ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s
❞✬✉♥ ❣❛③ ✉♥✐❢♦r♠❡✱ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❝❤❛♠♣s ♣❡✉t êtr❡ ❛❧♦rs é❝r✐t ❝♦♠♠❡ ✿
Ψˆ(r) =
√
N0
V
+
1√
V
∑
❦ 6=0
ei❦·raˆ❦
=
√
N0
V︸ ︷︷ ︸
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥
❝❧❛ss✐q✉❡
+ δΨˆ(r)︸ ︷︷ ︸
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥
q✉❛♥t✐q✉❡
✭✶✳✷✼✮
♦ù δΨˆ(r) ❡st ✉♥❡ ♣❡t✐t❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ à ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✧❝❧❛ss✐q✉❡✧
√
N0/V ✳ δΨˆ(r)
❡st ♣❡t✐t ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s q✉❡∫
drδΨˆ†(r)δΨˆ(r) = N −N0 ≪ N ≈ N0. ✭✶✳✷✽✮
❖♥ ♣❡✉t ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❧❛ ♣r❡s❝r✐t♣✐♦♥ ❞❡ ❇♦❣♦❧✐✉❜♦✈ à ✉♥ ❣❛③ ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠❡
Ψˆ(r) = Φ(r)︸︷︷︸
♣❛rt✐❡ ✧❝❧❛ss✐q✉❡✧
+ δΨˆ(r)︸ ︷︷ ︸
♦♣ér❛t❡✉r q✉❛♥t✐q✉❡
✭✶✳✷✾✮
♦ù ❧❡ ❝❤❛♠♣s ❝❧❛ss✐q✉❡ Φ(r) ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛
✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r t♦t❛❧ ✿
Φ(r) = 〈φ0|Ψˆ(r)|φ0〉. ✭✶✳✸✵✮
▲❡ ❝❤❛♠♣s ❝❧❛ss✐q✉❡ Φ(r) ❥♦✉❡ ✉♥ rô❧❡ ❡ss❡♥t✐❡❧ ❞❛♥s ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ●r♦ss✲
P✐t❛❡✈s❦✐✐ ❝❛r ❡❧❧❡ ❡st ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞✬♦r❞r❡ ❡t ❡❧❧❡ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❧❡ ♣r♦✜❧ ❞❡
❞❡♥s✐té ❞✉ ❝♦♥❞❡♥s❛t✱
n0(r) = |Φ(r)|2. ✭✶✳✸✶✮
✶✳✺✳ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✿ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ●r♦ss✲P✐t❛❡✈s❦✐✐ ✶✸
Φ(r) ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❛♣♣❡❧é❡ ✧❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ ❞✉ ❝♦♥❞❡♥s❛t✧✳
❊♥ ❛❧❧❛♥t ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❣r❛♥❞ ❝❛♥♦♥✐q✉❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❡♥ tr❛✈❛✐❧❧❛♥t ❛✈❡❝
❧✬♦♣ér❛t❡✉r Hˆ−µNˆ ✱ ♦ù µ ❡st ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❝❤✐♠✐q✉❡ ❡t Nˆ ❡st ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ♥♦♠❜r❡
✭Nˆ =
∫
drΨˆ†(r)Ψˆ(r)✮✱ ♦♥ ❛
Hˆ−µNˆ =
∫
dr
[
Ψˆ†(r)
(
− ~
2
2m
∇+ V❡①t(r)− µ
)
Ψˆ(r) +
g
2
Ψˆ†(r)Ψˆ†(r)Ψˆ(r)Ψˆ(r)
]
.
✭✶✳✸✷✮
▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ♦♥ r❡♠♣❧❛❝❡ ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❝❤❛♠♣s ♣❛r ❧❛ ♣r❡s❝r✐t♣✐♦♥ ❞❡
❝❤❛♠♣s ♠♦②❡♥ ✭✶✳✷✾✮ t♦✉t ❡♥ ♥é❣❧✐❣❡❛♥t t♦✉t❡s ❧❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s q✉❛♥t✐q✉❡s
δΨˆ ❀ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞✉ ❝♦♥❞❡♥s❛t ✿
EGP [Φ] =
∫
dr
[
~
2
2m
|∇Φ(r)|2︸ ︷︷ ︸
E❦✐♥
+(V❡①t(r)− µ)|Φ(r)|2︸ ︷︷ ︸
E❡①t
+
g
2
|Φ(r)|4︸ ︷︷ ︸
E✐♥t
] ✭✶✳✸✸✮
❛♣♣❡❧é❡ ❛✉ss✐ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧ ❞❡ ●r♦ss✲P✐t❛❡✈s❦✐✐✳ ❈❡tt❡ é♥❡r❣✐❡ ❞✉ ❝♦♥❞❡♥s❛t ♣❡✉t
êtr❡ ❛✉ss✐ ❡①♣r✐♠é ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té s❡✉❧❡♠❡♥t
E[n] =
∫
dr
[
~
2
2m
|∇
√
n(r)|2 + (V❡①t(r)− µ)n(r) + g
2
(n(r))2
]
✭✶✳✸✹✮
♦ù ❧❡ ♣r❡♠✐❡r t❡r♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❝✐♥ét✐q✉❡ q✉❛♥t✐q✉❡✱ é❣❛❧❡♠❡♥t ❛♣✲
♣❡❧é ♣r❡ss✐♦♥ q✉❛♥t✐q✉❡✳
▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ Φ(r) ❡st ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❧❛ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❀ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ✿
δE[Φ]
δΦ∗(r)
= 0. ✭✶✳✸✺✮
❆♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✶✳✸✺✮ à ❧✬❊q✳✭✶✳✸✸✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t(
− ~
2
2m
∇+ V❡①t(r) + g|Φ(r)|2
)
Φ(r) = µΦ(r) ✭✶✳✸✻✮
q✉✐ ❡st ❧✬éq✉❛t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❡ ●r♦ss✲P✐t❛❡✈s❦✐✐✳
▲❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐s❡♥t ✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t ✿ ❧❛
❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ξ✳ ❈✬❡st ❧✬é❝❤❡❧❧❡ à ❧❛q✉❡❧❧❡ s❡ ♣r♦❞✉✐s❡♥t ❧❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s
❞❡ ❞❡♥s✐té ❞✉ ❝♦♥❞❡♥s❛t✳ ❙✐ ❧❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t r❡♥❝♦♥tr❡ ✉♥ ♦❜st❛❝❧❡ ❡①tér✐❡✉r✱ ξ
❡st ❛✐♥s✐ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ♠✐♥✐♠❛❧❡ s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té s❡ ✧❝✐❝❛tr✐s❡✧✳ ▲✬é♥❡r❣✐❡
✶✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ▲❛ ❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥ ❞❡ ❇♦s❡✲❊✐♥st❡✐♥
❝✐♥ét✐q✉❡ ❡t ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❞❛♥s ❧✬❊q✳✭✶✳✸✻✮✱ s✉r ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ξ✱ s♦♥t
r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ~2/(2mξ2) ❡t 4π~2an/m✳ ▲♦rsq✉✬♦♥ ❧❡s éq✉✐❧✐❜r❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
♣♦✉r ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✿
ξ =
1√
8πna
. ✭✶✳✸✼✮
P♦✉r ✉♥ ❣❛③ ♣✐é❣é✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❛✉ ❝❡♥tr❡ ❞✉ ♣✐é❣❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥
♦r❞r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r ❞❡ ξ✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ✉t❧✐s❡r♦♥s ❡st
ξ ∼ ~√
mµ
. ✭✶✳✸✽✮
❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♦♥ tr❛✐t❡ q✉❡ ❞✉ ❝❛s ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ré♣✉❧s✐✈❡s ❛✈❡❝ a, g > 0✳
▲❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥ ❞❡ ❇♦s❡✲❊✐♥st❡✐♥ ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡ ♣❧❛❝❡ ♣♦✉r ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛t✲
tr❛❝t✐✈❡s ♠❛✐s s❡✉❧❡♠❡♥t ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♣✐è❣❡ ❛✈❡❝ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ③ér♦ ❞✉ ♣✐è❣❡
q✉✐ ❝♦♥tr❡❜❛❧❛♥❝❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❧❛ ❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥ s❡ ❝❛ss❡
❛✈❡❝ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛t♦♠❡s s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞ ❬✷✶✱ ✷✷❪✳
✶✳✻ ▲✐♠✐t❡ ❞❡ ❚❤♦♠❛s✲❋❡r♠✐
▲✬✉♥❡ ❞❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s ❞❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ré♣✉❧s✐✈❡s ♣♦✉r ❧❡ ❝♦♥❞❡♥✲
s❛t ♣✐é❣é ❡st q✉❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❝❡♥tr❛❧❡ ❞❡✈✐❡♥t ♠♦✐♥s ♣✐q✉é ❡t q✉❡ ❧❡ r❛②♦♥ ❞✉
❇❊❈ s✬❛❣❣r❛♥❞✐t✳ ▲♦rsq✉❡ Na/ℓ0 ≫ 1✱ ❧✬❡✛❡t ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t très
✐♠♣♦rt❛♥ts ❡t✱ ❡♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❝✐♥ét✐q✉❡ ✭♣r❡ss✐♦♥ q✉❛♥t✐q✉❡✮ ♣❡✉t
êtr❡ ♥é❣❧✐❣é❡ ❢❛❝❡ à ❧❛ ❞♦♠✐♥❛♥t❡ é♥❡r❣✐❡ ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❆✐♥s✐✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ st❛✲
t✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❡ ●r♦ss✲P✐t❛❡✈s❦✐✐ ♣❡✉t êtr❡ s✐♠♣❧✐✜é ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ✉♥ ❢♦r♠ ❛❧❣é❜r✐q✉❡
❡t s❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❛❧♦rs
|Φ(r)|2 = n(r) = µ− V❡①t(r)
g
✭✶✳✸✾✮
q✉❛♥❞ µ > V❡①t(r) ❡t n = 0 ❡♥ ❞❡❤♦rs ❞❡ ❝❡tt❡ ré❣✐♦♥✳ ❈✬❡st ❝❡ q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡
❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❚❤♦♠❛s✲❋❡r♠✐✳
❉❛♥s ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞✉ ❝♦♥❞❡♥s❛t ♣✐é❣é ❛ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡
♣❛r❛❜♦❧❡ ✐♥✈❡rsé✳ P♦✉r ✉♥ ♣✐è❣❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡✱ ❧❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t ❛ ❞❡s
✶✳✼✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ❞❡ ●r♦ss✲P✐t❛❡✈s❦✐✐ ❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞✉ t❡♠♣s ✶✺
r❛②♦♥s
R⊥ =
√
2µ
mω2⊥
✭✶✳✹✵❛✮
Z =
√
2µ
mω2z
✭✶✳✹✵❜✮
❖♥ ♥♦t❡ q✉❡ ♣rès ❞❡s ❜♦r❞s ❞✉ ❝♦♥❞❡♥s❛t✱ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❚❤♦♠❛s✲❋❡r♠✐
♥✬❡st ♣❛s ❜♦♥♥❡ ❝❛r ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ q✉❛♥t✐q✉❡✱∇2√n(r)✱ ♥✬❡st ♣❧✉s ♥é❣❧✐✲
❣❡❛❜❧❡✳
✶✳✼ ❊q✉❛t✐♦♥ ❞❡ ●r♦ss✲P✐t❛❡✈s❦✐✐ ❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞✉
t❡♠♣s
◆♦✉s ❞és✐r♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❣é♥ér❛❧✐s❡r à ✉♥ ré❣✐♠❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉ t❡♠♣s✳ ◆♦✉s
❣é♥ér❛❧✐s♦♥s ❧❛ ♣r❡s❝r✐t♣✐♦♥ ❞❡ ❇♦❣♦❧✐✉❜♦✈ ✿
Ψˆ(r, t) = Φ(r, t) + δΨˆ(r, t) ✭✶✳✹✶✮
♣✉✐s ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs Ψˆ†(r, t) ❡t Ψˆ(r, t) ❞❛♥s ❊q✳✭✶✳✷✷✮✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✬❍❡✐s❡♥❜❡r❣
i~
∂
∂t
Ψˆ(r, t) = [Ψˆ, Hˆ]
=
(
−~
2∇2
2m
+ V❡①t(r) + gΨˆ
†(r, t)Ψˆ(r, t)
)
Ψˆ(r, t), ✭✶✳✹✷✮
♣✉✐s ❡♥ ♥é❣❧✐❣❡❛♥t ❧❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s q✉❛♥t✐q✉❡s δΨˆ ❞❡ ❧✬❊q✳✭✶✳✹✶✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
i~
∂
∂t
Φ(r, t) =
(
−~
2∇2
2m
+ V❡①t(r) + g|Φ(r, t)|2
)
Φ(r, t). ✭✶✳✹✸✮
❈✬❡st ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ●r♦ss✲P✐t❛❡✈s❦✐✐ ❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞✉ t❡♠♣s✳
▲♦rsq✉✬♦♥ é❝r✐t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ ❞✉ ❝♦♥❞❡♥s❛t ❝♦♠♠❡
Φ(r, t) = Φ(r)e−iµt/~, ✭✶✳✹✹✮
♦♥ ✈♦✐t très ❜✐❡♥ q✉✬♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❡ ●r♦ss✲P✐t❛❡✈s❦✐✐
✭✶✳✸✻✮✳
✶✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ▲❛ ❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥ ❞❡ ❇♦s❡✲❊✐♥st❡✐♥
❯♥❡ ❛✉tr❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈❡r ❡st ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧✬❛❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✭✐✳❡✳ ♣r❡♥❞r❡
❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❊✉❧❡r✲▲❛❣r❛♥❣❡✮ ❛✈❡❝ ❧✬❊q✳✭✶✳✹✶✮
S =
∫
dtdr Ψˆ∗(r, t)
(
i~
∂
∂t
+
~
2∇2
2m
− V❡①t(r)− gN
2
|Ψ(r, t)|2
)
Ψˆ(r, t). ✭✶✳✹✺✮
❖♥ ♣❡✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ●r♦ss✲P✐t❛❡✈s❦✐✐ ❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t ♣❛r❡✐❧
à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ♣♦✉r ✉♥❡ s❡✉❧❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡ s❛✉❢ ♣♦✉r ❧❛ ♣rés❡♥❝❡
❞✉ t❡r♠❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ g|Φ(r, t)|2✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ●r♦ss✲P✐t❛❡✈s❦✐✐
✧éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡✧✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥
❞❡ ●r♦ss✲P✐t❛❡✈s❦✐✐ ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ ❡♥ ❢♦r♠❡ à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ●✐♥③❜✉r❣✲▲❛♥❞❛✉
♣♦✉r ❧❛ s✉♣r❛❝♦♥❞✉❝t✐✈✐té✳ ▲❡ t❡r♠❡ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ g ❡st ✉♥ ❝❤❛♠♣s ♠♦②❡♥✱
❛✉ss✐ ❛♣♣❡❧é t❡r♠❡ ❞✬❍❛rtr❡❡✳ ❖♥ s❡ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡
g|Φ(r, t)|2 =
∫
dr′gδ(r− r′)|Φ(r′, t)|2
=
∫
dr′V (r− r′)|Φ(r′, t)|2 ✭✶✳✹✻✮
❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❡ t❡r♠❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ❡st ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♥❞❡♥s❛t
❡♥t✐❡r ❛✈❡❝ ✉♥ ❛t♦♠❡ à r✳
✶✳✼✳✶ ❊①❝✐t❛t✐♦♥s ❞✬✉♥ ❝♦♥❞❡♥s❛t
❇♦❣♦❧✐✉❜♦✈ ❬✶✼❪ ❛ ❝♦♥s✐❞éré ❧❡s ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ❞✉ ❝♦♥❞❡♥s❛t ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡s ✐♥t❡r✲
❛❝t✐♦♥s ❡t à T = 0✳ ■❧ ❡st ❛❧❧é ❛✉✲❞❡❧à ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ●r♦ss✲P✐t❛❡✈s❦✐✐ ❡t ✐❧
✐♥❝❧✉t ❧❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s q✉❛♥t✐q✉❡s δΨˆ(r) ❥✉sq✉✬❛✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ❞❛♥s ❧✬❡①♣r❡s✲
s✐♦♥ ♣♦✉r Hˆ−µNˆ ✭✶✳✸✷✮✳ ❇♦❣♦❧✐✉❜♦✈ ✐♥tr♦❞✉✐s✐t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ✧q✉❛s✐✲♣❛rt✐❝✉❧❡✧✳
■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❛✈❡❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡♥
t❡r♠❡s ❞✬✉♥❡ s♦rt❡ ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡ ♣♦ssé❞❛♥t ✉♥❡ é♥❡r❣✐❡ ❞é✜♥✐❡ ❡t ✉♥❡
q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞é✜♥✐❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧✬ét❛t ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞✉ ❝♦♥❞❡♥s❛t
❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬ét❛t ✈✐❞❡ ❞❡s q✉❛s✐✲♣❛rt✐❝✉❧❡s ❞❡ ❇♦❣♦❧✐✉❜♦✈✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥
❣❛③ ✉♥✐❢♦r♠❡✱ ✐❧ ❛ ♦❜t❡♥✉ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ♣♦✉r ❧❡s q✉❛s✐✲
♣❛rt✐❝✉❧❡s ✿
~ωk =
√
~2|❦|2
2m
(
~2|❦|2
2m
+ 2gn
)
✭✶✳✹✼✮
❆✉① ❢❛✐❜❧❡s ✐♠♣✉❧s✐♦♥s ✭❡t ❞♦♥❝ ♣♦✉r ❣r❛♥❞❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ❞✬♦♥❞❡ λ✮✱ ❧❛ ❞✐s♣❡rs✐♦♥
❡st ❧✐♥é❛✐r❡ ✿
ωk ≈
√
gn
m
|❦| q✉❛♥❞ |❦| → 0 ✭✶✳✹✽✮
✶✳✼✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ❞❡ ●r♦ss✲P✐t❛❡✈s❦✐✐ ❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞✉ t❡♠♣s ✶✼
▲❡s ❡①❝✐t❛t✐♦♥s à ❢❛✐❜❧❡s é♥❡r❣✐❡s s♦♥t ❞❡s ♣❤♦♥♦♥s ❡t ♦♥ ✐❞❡♥t✐✜❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉
s♦♥ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t
c = lim
|k|→0
ωk
|k| =
√
gn
m
. ✭✶✳✹✾✮
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ② r❡✈❡♥✐r s✉r ❝❡tt❡ ✐❞é❡ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ s♦♥ ❞❛♥s ✭✶✳✼✳✷✮✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱
♣♦✉r ❞❡ ❧❛r❣❡s ✐♠♣✉❧s✐♦♥s✱ ❧❛ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❡st q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ✿
~ωk ≈ ~
2|❦|2
2m
q✉❛♥❞ |❦| ❧❛r❣❡ ✭✶✳✺✵✮
❊❧❧❡ r❡ss❡♠❜❧❡ à ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡ ❧✐❜r❡✳ ◆♦✉s ❞✐s❝✉✲
t❡r♦♥s à ♥♦✉✈❡❛✉ ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ❇♦❣♦❧✐✉❜♦✈ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ s✉♣❡r✢✉✐❞✐té
✭✷✳✶✳✷✮✳
✶✳✼✳✷ ❊q✉❛t✐♦♥s ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡s ❞✉ ❝♦♥❞❡♥s❛t
▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ ❞✉ ❝♦♥❞❡♥s❛t ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡
Φ(r, t) =
√
n(r, t)eiφ(r,t) ✭✶✳✺✶✮
♦ù φ(r, t) ❡st ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞✉ ❝♦♥❞❡♥s❛t✳ ❈❡tt❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❡s ❛t♦♠❡s
❞✉ ❝♦♥❞❡♥s❛t s♦♥t ❡♥ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❞❡ ♣❤❛s❡✳ ❈❡tt❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❜r✐s❡ ❧✬✐♥✲
✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❥❛✉❣❡ ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ♣♦✉r ❧✬❤❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ ❞✉ s②stè♠❡✳ ❊t ❞❡
❝❡ ❢❛✐t✱ ❞û ❛✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ●♦❧❞st♦♥❡ ❬✷✸❪✱ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡ q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❧❡s
❜♦s♦♥s ❞❡ ●♦❧❞st♦♥❡ ❞é❝♦✉❧❡ ❞❡ ❧❛ s②♠♠étr✐❡ s♣♦♥t❛♥é♠❡♥t ❜r✐sé❡✳ ▲❡s ❜♦s♦♥s
❞❡ ●♦❧❞st♦♥❡ s♦♥t✱ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s✱ ❧❡s q✉❛s✐✲♣❛rt✐❝✉❧❡s ❞❡ ❇♦❣♦❧✐✉❜♦✈✳
▲❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡s ❛t♦♠❡s ❞✉ ❝♦♥❞❡♥s❛t ❡st ❛❧♦rs
v(r, t) =
~
m
∇φ(r, t) ✭✶✳✺✷✮
▲♦rsq✉✬♦♥ r❡♠♣❧❛❝❡ ❝❡❧❛ ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ●r♦ss✲P✐t❛❡✈s❦✐✐ ❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞✉
t❡♠♣s✱ ♦♥ ❛ ❞❡✉① éq✉❛t✐♦♥s ❞✬❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡ ✿
∂n
∂t
+∇ · nv = 0 ✭✶✳✺✸✮
m
∂v
∂t
+∇
(
V❡①t(r) + gn− ~
2∇2√n
2m
√
n
+
mv2
2
)
= 0 ✭✶✳✺✹✮
❊q✳✭✶✳✺✸✮ ❡st ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té❞✬✉♥ ✢✉✐❞❡✱ ❡t ❊q✳✭✶✳✺✹✮ ❡st ✉♥❡ ♠❛♥✐✲
❢❡st❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐rr♦t❛t✐♦♥♥❛❧✐té ❞✉ ❝♦♥❞❡♥s❛t✳ ❈❡❝✐ ❡st ❛❜♦r❞é ❡♥ ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s
✶✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ▲❛ ❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥ ❞❡ ❇♦s❡✲❊✐♥st❡✐♥
❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✳✷✳
❉❛♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❚❤♦♠❛s✲❋❡r♠✐✱ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❡st ♣❧ût♦t ♣❧❛t❡✱ ❞♦♥❝ ❧❡ t❡r♠❡ ❡♥
∇2√n ❡st ♥é❣❧✐❣é ❡t ❧✬❊q✳✭✶✳✺✹✮ ❞❡✈✐❡♥t
m
∂v
∂t
+∇
(
V❡①t(r) + gn+
mv2
2
)
= 0. ✭✶✳✺✺✮
▲❡s ❊qs✳✭✶✳✺✸✮ ❡t ✭✶✳✺✺✮ ❞é❝r✐✈❡♥t ✉♥ ✢✉✐❞❡ ❞♦♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬ét❛t ❡st P =
gn2/2✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ❧❡s ❊qs✳✭✶✳✺✸✮ ❡t ✭✶✳✺✺✮ s♦♥t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬✉♥ s✉♣❡r✢✉✐❞❡ à
T = 0 ❬✷✹❪✳ ❊❧❧❡s s♦♥t ✉♥ ❝❛s s♣é❝✐✜q✉❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ s✉♣❡r✢✉✐❞✐té ❞❡
▲❛♥❞❛✉✳
▲♦rsq✉✬♦♥ ❧✐♥é❛r✐s❡ ❧❡s ❊qs✳✭✶✳✺✸✮ ❡t ✭✶✳✺✺✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
∂2
∂t2
δn(r) =∇ · [c2(r)∇δn(r)] ✭✶✳✺✻✮
♦ù
c(r) =
√
µ− V❡①t(r)
m
✭✶✳✺✼✮
❡st ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❧♦❝❛❧❡ ❞✉ s♦♥✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❞✉ ❣❛③ ✉♥✐❢♦r♠❡ ♦ù
µ = gn✱ ♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❇♦❣♦❧✐✉❜♦✈ ♣♦✉r ❧❡ s♦♥ ✭✶✳✹✾✮✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❝♦♥❞❡♥s❛t q✉❛s✐✲✶❉ ♣✐é❣é ❞❛♥s ✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❛✈❡❝ ωz ≪ ω⊥✱
❊✉❣❡♥❡ ❩❛r❡♠❜❛ ❬✷✺❪ ❛ ❞ér✐✈é ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ s♦♥ ❛✉ ❝❡♥tr❡
❞✉ ♣✐è❣❡ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t
c0 =
√
µ
2m
. ✭✶✳✺✽✮
▲✬éq✉✐♣❡ ❞❡ ❑❡tt❡r❧❡ ❬✷✻❪ ❛ ♠❡♥é ✉♥❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❝❡tt❡ ✈✐✲
t❡ss❡ ❞✉ s♦♥✳ ▲✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❝♦♥s✐st❡ à ✐❧❧✉♠✐♥❡r ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞✉ ❝♦♥❞❡♥s❛t ❛✈❡❝ ✉♥
❧❛s❡r✱ ❝❡ q✉✐ ♣r♦✈♦q✉❡ ✉♥❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❞❡♥s✐té q✉✐ s❡ ♣r♦♣❛❣❡✳ ❊♥ ✧♣❤♦t♦❣r❛✲
♣❤✐❛♥t✧ ❧❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t ❛ ❞✐✛ér❡♥ts t❡♠♣s✱ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ s♦♥ ❡st ❛✐♥s✐ ❝❛❧❝✉❧é❡✳ ▲❡s
rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ❡t ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ t❤é♦r✐q✉❡ ✭✶✳✺✽✮ s♦♥t ✐❧❧✉strés s✉r ❧❛
❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✳ ▲❡✉r ❝♦♥❝♦r❞❛♥❝❡ ❡st ♣❧✉tôt ❜♦♥♥❡ s✉r♦✉t à ❤❛✉t❡s ❞❡♥s✐tés✳ ◆♦✉s
✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❧✬❊q✳✭✶✳✺✽✮ ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ s♦♥ ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ✭✺✮
❡t ✭✻✮✳
✶✳✽ ❊q✉❛t✐♦♥ ❞❡ ●r♦ss✲P✐t❛❡✈s❦✐✐ ❡♥ ✶❉
❉❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❝♦♥❞❡♥s❛ts s♦♥t ré❛❧✐sés ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❞❡s ♣✐è❣❡s ❤❛r✲
♠♦♥✐q✉❡s tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❡❧s ❛♥✐s♦tr♦♣❡s✳ ▲♦rsq✉❡ ω⊥ ≫ ωz✱ ❧❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t ♣r❡♥❞
✶✳✽✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ❞❡ ●r♦ss✲P✐t❛❡✈s❦✐✐ ❡♥ ✶❉ ✶✾
❋✐❣✳ ✶✳✸✿ ✭❋✐❣✉r❡ r❡t✐ré❡ ♣♦✉r ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ♣✉❜❧✐é❡ ❡♥ ❧✐❣♥❡✮ ❱✐t❡ss❡ ❞✉ s♦♥ ❡♥
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞✬✉♥ ❝♦♥❞❡♥s❛t q✉❛s✐✲✶❉ ❛✉ ❝❡♥tr❡ ❞✉ ♣✐è❣❡✳ ▲❡s ♣♦✐♥ts
❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① rés✉❧t❛t ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ❞❡ ❧✬éq✉✐♣❡ ❞❡ ❑❡tt❡r❧❡ ❬✷✻❪ ❡t ❧❛
❧✐❣♥❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❞❡ ❩❛r❡♠❜❛ ❬✷✺❪✳ ❙♦✉r❝❡ ✿
❆♥❞r❡✇s ❡t ❛❧✳ ❬✷✻❪✳
❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ❝✐❣❛r❡ ❛❧❧♦♥❣é✳ ❉❛♥s ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉
❝♦♥❞❡♥s❛t ❞❛♥s ❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s r❛❞✐❛❧❡s ❛ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ♣❡✉ ❞✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❡t ❛✐♥s✐
♦♥ s✐♠♣❧✐✜❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ à ✶❉✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ♣♦✉rr♦♥s ❝♦♥s✐❞ér❡r
❧♦rs ❞❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ✺ ❡t ✻ ✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ♠♦❜✐❧❡ ❞és♦r❞♦♥♥é ✉♥✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✳ ❖♥
✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛❞✐❛❜❛t✐q✉❡ ❛✜♥ ❞✬✐s♦❧❡r ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ r❛❞✐❛❧❡ ❞❡
❝❡❧❧❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ z✳
❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ●r♦ss✲P✐t❛❡✈s❦✐✐ tr✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❡❧❧❡ ✐♥tr♦❞✉✐t❡
♣❧✉s tôt
i~
∂
∂t
Φ(r, t) =
(
−~
2∇2
2m
+ V❡①t(r) + g|Φ(r, t)|2
)
Φ(r, t). ✭✶✳✹✸✮
♦ù ♦♥ é❝r✐t ✐❝✐ V❡①t ❝♦♠♠❡
V❡①t(r) =
1
2
mω2⊥(x
2 + y2) + V (z). ✭✶✳✺✾✮
▲❡ ♣✐è❣❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ z ❡st ❝♦♠♣r✐s ❞❛♥s ❧❡ t❡r♠❡ ❣é♥ér✐q✉❡
V (z)✳ ❆✈❡❝ ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❡①♣❧✐q✉é❡ ♣❧✉s ❧♦✐♥✱ ❧✬❊q✳✭✶✳✹✸✮ ♣❡✉t êtr❡ tr❛♥❢♦r♠é❡
❡♥ ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✉♥✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛♣♣❡❧é❡ ❧❛ ♥♦♥♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♥♦♥✲
❧✐♥❡❛r ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ✭◆P❙❊✮ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣❛r ❙❛❧❛s♥✐❝❤ ❡t ❛❧✳ ❬✷✼❪✳ ▲❛
◆P❙❊ ❡st ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡ à ♠❛♥✐❡r ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t✳ P♦✉r ❧✬♦❜t❡♥✐r✱ ✐❧ ❢❛✉t r❡♠♣❧❛❝❡r
❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ ❞✉ ❝♦♥❞❡♥s❛t Φ ♣❛r ❧✬❛♥s❛t③ s✉✐✈❛♥t❡
Φ(r, t) = f(z, t)φ(r⊥, t;σ(z, t)) = f(z, t)
e−(x
2+y2)/2σ2(z,t)
√
πσ(z, t)
✭✶✳✻✵✮
▲❛ ♣❛rt✐❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ φ(r⊥, z, t) ❡st ♠♦❞❡❧✐sé❡ ♣❛r ✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ❞♦♥t ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st σ(z, t)✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡st ❥✉st✐✲
✜é❡ ♣❛r❝❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ ❢❛✐❜❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✭✐✳❡✳ ❧❛ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐té✮✱ ❧✬ét❛t
❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞✉ ❣❛③ ❞❡ ❜♦s♦♥s ♣✐é❣é ❤❛r♠♦♥✐q✉❡♠❡♥t ❛ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡✳
❊❣❛❧❡♠❡♥t✱ ❞❡s ét✉❞❡s s✉r ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❞✉ ❝♦♥❞❡♥s❛t ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡
♠ét❤♦❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❜❛sé❡ s✉r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s ♦♥t ❞♦♥♥é
❞❡s rés✉❧t❛ts ✜❛❜❧❡s ❬✷✽✱ ✷✾✱ ✸✵❪✳
✷✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ▲❛ ❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥ ❞❡ ❇♦s❡✲❊✐♥st❡✐♥
▲✬❤②♣♦t❤ès❡ ❡♥ q✉❡st✐♦♥ ❞✉ ◆P❙❊ ❡st q✉❡ σ(z, t) ❞♦✐t ❧❡♥t❡♠❡♥t ✈❛r✐❡r ❡♥
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ z ❡t t ❛✜♥ q✉✬♦♥ ♥é❣❧✐❣❡ ❧❡s t❡r♠❡s ❡♥ ∂2zφ ❡t ∂tφ✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s
r❡❣❛r❞é ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ét✉❞❡ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺ ❡t ❧✬é♥❡r❣✐❡
❝✐♥ét✐q✉❡ ❞❛♥s ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛ ♣❡✉ ♣rès ✉♥ ✶✪ ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧
❝❤✐♠✐q✉❡ µ✳ P✉✐s✱ ♦♥ r❡♠♣❧❛❝❡ ❧✬❊q✳✭✶✳✻✵✮ ❞❛♥s ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞✉ ❇❊❈ ✸❉✱ ❊q✳✭✶✳✹✺✮✱
❡t ♦♥ ✐♥tè❣r❡ ❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s r❛❞✐❛❧❡s ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✿
S =
∫
dtdzf∗(z, t)
(
i~
∂
∂t
+
~
2
2m
∂2
∂z2
− V (z)− ~
2
2mσ2(z, t)
−mω
2
⊥σ
2(z, t)
2
− gN
4πσ2(z, t)
|f(z, t)|2
)
f(z, t).
✭✶✳✻✶✮
▲♦rsq✉✬♦♥ ♣r❡♥❞ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬❊✉❧❡r✲▲❛❣r❛♥❣❡ ❡♥ f ∗ ❡t σ ✭✐✳❡✳ dL/df∗ = 0 ❡t
dL/dσ = 0 ♣♦✉r L ❧❛ ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥♥❡✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿
i~
∂
∂t
f(z, t) =
[
− ~
2
2m
∂2
∂z2
+ V (z) +
~
2
2mσ2
✭✶✳✻✷✮
+
mω2⊥σ
2
2
+
gN
2πσ2
|f(z, t)|2
]
f(z, t),
σ4(z, t) =
1
mω2⊥
(
gN
2π
|f(z, t)|2 + ~
2
m
)
✭✶✳✻✸✮
▲❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♣❡✉t êtr❡ réé❝r✐t❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡
σ2(z, t) = ℓ2⊥
√
1 + 2aN |f(z, t)|2 ✭✶✳✻✹✮
❊♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❧✬❊q✳✭✶✳✻✹✮ ❞❛♥s ❧✬❊q✳✭✺✳✸✮✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r
❡♥ ✶❉ ❡st ❛❧♦rs ✿
i~
∂
∂t
f(z, t) =
[
− ~
2
2m
∂2
∂z2
+
1
2
mω2zz
2 + V (z, t)
+ ~ω⊥
1 + 3aN |f(z, t)|2√
1 + 2aN |f(z, t)|2
]
f(z, t),
✭✶✳✻✺✮
▲❡s ❝❤❛♠♣s tr✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❡❧s ❞❡ ❞❡♥s✐té ❡t ❞❡ ✈é❧♦❝✐té s♦♥t ❞♦♥♥és ♣❛r
ρ(r) = ρ˜(z)
e−r
2/σ2
πσ2
, ✭✶✳✻✻✮
✉(r) = u(r)zˆ =
~
2mi
f
′∗(z)f(z)− f ′(z)f ∗(z)
ρ˜
zˆ. ✭✶✳✻✼✮
ρ˜(z, t) ❡st ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s ✐♥té❣ré❡ ❡♥ ✶❉ ✿
ρ˜(z, t) = |f(z, t)|2 =
∫
dr⊥|Φ(r, t)|2 ✭✶✳✻✽✮
✶✳✽✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ❞❡ ●r♦ss✲P✐t❛❡✈s❦✐✐ ❡♥ ✶❉ ✷✶
❋✐❣✳ ✶✳✹✿ ✭❋✐❣✉r❡ r❡t✐ré❡ ♣♦✉r ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ♣✉❜❧✐é❡ ❡♥ ❧✐❣♥❡✮ ▲❡ ♣r♦✜❧ ❞❡ ❞❡♥s✐té
✐♥té❣ré ❡♥ ✶❉✱ ρ˜(z, t) = |f(z, t)|2✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❛①✐❛❧❡ z✳ ▲❛
❧✐❣♥❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❝♦rr❡♣♦♥❞ ❛✉ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ●r♦ss✲P✐t❛❡✈s❦✐✐ ❡♥ ✸❉
✭❊q✳✭✶✳✹✸✮✮✱ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❡♥ ♣❡t✐ts ♣♦✐♥t✐❧❧és à ❧❛ ◆P❙❊ ✭❊q✳✭✶✳✻✺✮✮✱ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❡♥
♣♦✐♥t✐❧❧és ♠♦②❡♥s à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ●r♦ss✲P✐t❛❡✈s❦✐✐ ❡♥ ✶❉ ✭❊q✳✭✶✳✻✾✮✮ ❡t ❧❛ ❧✐❣♥❡
❡♥ ❡♥ ♣♦✐♥t✐❧❧és ❧♦♥❣s à ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❈❤✐♦❢❛❧♦ ❡t ❚♦s✐ ❬✸✶❪✳ ❙♦✉r❝❡ ✿ ❬✷✼❪
▲❛ ◆P❙❊ ♣❡✉t êtr❡ s✐♠♣❧✐✜é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❢❛✐❜❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡♥ ✶❉✱ aN |f |2 ≪
1 ✭q✉✐ ❡st ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❣❛③ ❞✐❧✉é ❡♥ ✸❉ n3Da
3 ≪ 1✮ ✿
i~
∂
∂t
f(z, t) =
(
− ~
2
2m
∂2
∂z2
+ V (z) +
gN
2πℓ2⊥
|f(z, t)|2
)
f(z, t). ✭✶✳✻✾✮
❈✬❡st ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ●r♦ss✲P✐t❛❡✈s❦✐✐ ❡♥ ✶❉ ❛✈❡❝ ❝♦é✣❝❡♥t ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ g1D =
g/2πℓ2⊥✳ ❉❛♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ ❢♦rt❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡t ❤❛✉t❡ ❞❡♥s✐té ❡♥ ✶❉✱ aN |f |2 ≫ 1✱
❧❛ ◆P❙❊ s❡ ré❞✉✐t à ✿
i~
∂
∂t
f(z, t) =
(
− ~
2
2m
∂2
∂z2
+ V (z) +
3
2
g
√
N
2πℓ2⊥
√
2a
|f(z, t)|2
)
f(z, t). ✭✶✳✼✵✮
❊♥ ❢❛✐t ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❧✐♠✐t❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ♦♠❡ttr❡ ❧❡ t❡r♠❡ ❝✐♥ét✐q✉❡ ❀ ❝✬❡st ✉♥❡ ❛♣✲
♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❚❤♦♠❛s✲❋❡r♠✐ ❡♥ ✶❉✳ ❙❛❧❛s♥✐❝❤ ❡t ❛❧✳ ❬✷✼❪ ♦♥t ♠❡♥é ❞❡s ét✉❞❡s
s✉r ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ◆P❙❊ ❡♥ ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛♥t ❛✈❡❝ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ●r♦ss✲P✐t❛❡✈s❦✐✐
❡♥ ✸❉ ✭❊q✳✭✶✳✹✸✮✮✱ ❝❡❧❧❡ ❡♥ ✶❉ ✭❊q✳✭✶✳✻✾✮✮ ❡t ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r
❈❤✐♦❢❛❧♦ ❡t ❚♦s✐ ❬✸✶❪ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ✐♠♣♦s❡r ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❝❤✐♠✐q✉❡ ❡♥ ✸❉ à ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ ❡♥ ✶❉✳ ❈♦♠♠❡ ✐❧❧✉stré❡ s✉r ❧❛ ❋✐❣✳✶✳✹✱ ❧❛ ◆P❙❊ ❡st ✉♥❡ ❡①✲
❝❡❧❧❡♥t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t♦✉❥♦✉rs très ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ✸❉✳
P♦✉r ♥♦s ét✉❞❡s ❞✉ ❇❊❈ ❞és♦r❞♦♥♥é ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ✺ ❡t ✻✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s
❧❛ ❢♦r♠❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞✉ ◆P❙❊ ✭❊q✳✭✶✳✻✺✮✮✳

❈❤❛♣✐tr❡ ✷
▲❡ ❇❊❈ ❡♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✿ ❧❛
❙✉♣❡r✢✉✐❞✐té
✷✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
▲♦rsq✉❡ ❧❡ ♠♦t s✉♣❡r✢✉✐❞✐té ❡st ♣r♦♥♦♥❝é✱ ❧❡s ♠♦ts ✧é❝♦✉❧❡♠❡♥t✲✢✉✐❞❡✲♣❛s✲
✈✐s❝♦s✐té✧ s♦♥t s❛♥s ❞♦✉t❡ ❧❡s ♣r❡♠✐❡rs à s✉r❣✐r à ❧✬❡s♣r✐t✳ P♦✉rt❛♥t✱ ❧❛ s✉✲
♣❡r✢✉✐❞✐té ♥❡ s❡ ré❞✉✐t ♣❛s à ❝❡tt❡ s❡✉❧❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❀ ❡♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ s✬❛❣✐t
❞✬✉♥ ♣❤é♥♦♠è♥❡ q✉❛♥t✐q✉❡ r✐❝❤❡ ❞♦♥t ❧❛ ♠❛♥✐❢❡st❛t✐♦♥ s❡ ♣r♦❞✉✐t à ❧✬é❝❤❡❧❧❡
♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡✳ ▲❛ s✉♣❡r✢✉✐❞✐té ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❧✐é❡ à ❧❛ ❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥ ❞❡ ❇♦s❡✲
❊✐♥st❡✐♥ ♣♦✉r ❞❡✉① r❛✐s♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❛ ❡①♣❧✐q✉❡r ❡♥ ❞ét❛✐❧s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳
▲❡s ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s♦♥t ❧❛r❣❡♠❡♥t ✐♥s♣✐ré❡s ❞❡s t❤ès❡s ❞❡ ▼❛t❤✐❛s
❆❧❜❡rt ❬✸✷❪ ❡t ❙✐♠♦♥ ▼♦✉❧✐❡r❛s ❬✸✸❪✳
✷✳✶✳✶ ▲❛ ❉é❝♦✉✈❡rt❡
▲❛ s✉♣❡r✢✉✐❞✐té ❛ été ♦❜s❡r✈é❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦✐s ❡♥ ✶✾✸✽✱ q✉❛s✐✲s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t
♣❛r ❧✬éq✉✐♣❡ ❞❡ ❑❛♣✐t③❛ à ▼♦s❝♦✉ ❬✸✹❪ ❡t ❝❡❧❧❡ ❞✬❆❧❧❡♥ ❡t ▼✐s❡♥❡r à ❈❛♠✲
❜r✐❞❣❡ ❬✸✺❪✳ ❊❧❧❡ ❢✉t ❢❛✐t❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❧✐q✉✐❞❡ ❤é❧✐✉♠ 4❍❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❛✉♣❛r❛✈❛♥t✱
❧✬❤é❧✐✉♠ ét❛✐t ✭à ♠❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✮ ❧❡ s❡✉❧ é❧é♠❡♥t ❝♦♥♥✉ à ♣♦✉✈♦✐r r❡st❡r ❞❛♥s
❧❛ ♣❤❛s❡ ❧✐q✉✐❞❡✱ à ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ✈❛♣❡✉r✱ à ❞❡s t❡♠♣ér❛t✉r❡s ♣r♦❝❤❡s ❞✉ ③ér♦ ❛❜✲
s♦❧✉ ✭✐❧ ❢✉t ❧✐q✉é✜é ❡♥ ✶✾✶✶ ❞❛♥s ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❑❛♠♠❡r❧✐❣❤ ❖♥♥❡s✮✳ ❈❡❝✐ ❡st
❞û ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡ ♣♦✐♥t ③ér♦ ❞❡ ❧✬❤é❧✐✉♠ ❡st ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ q✉❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡
❞❡ ❧✐❛✐s♦♥ ❍❡✲❍❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❧✬❤é❧✐✉♠ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ s♦❧✐❞✐✜é❡ à ❧❛
♣r❡ss✐♦♥ ♥♦r♠❛❧❡✳
▲❛ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶ ♠♦♥tr❡ ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ♣❤❛s❡s ❞❡ ❧✬❤é❧✐✉♠ 4❍❡✳ ❆✉✲❞❡ss✉s ❞❡
❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡ ✷✳✶✾ ❑✱ ❧✬❤é❧✐✉♠ ❧✐q✉✐❞❡ s❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ❝♦♠♠❡
✉♥ ✢✉✐❞❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✈✐s❝♦s✐té ♥♦♥✲♥✉❧❧❡ ✭❛♣♣❡❧é ♣❤❛s❡ ❍❡✲■✮✳ ▼❛✐s ❛✉✲
❞❡ss♦✉s ❞❡ ❝❡tt❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡✱ ❛♣♣❡❧é ✧t❡♠♣ér❛t✉r❡ λ✧ ✭❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
❞✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ♣❤❛s❡ à ❝❡tt❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✮✱ ✐❧ ét❛✐t ❝♦♥♥✉ q✉❡ ❧✬❤é❧✐✉♠ ♥❡ ♠♦♥✲
tr❛✐t ♣❛s ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥♥❡❧ ❞✬✉♥ ✢✉✐❞❡ ✭❛♣♣❡❧é ♣❤❛s❡ ❍❡✲■■✮✳ ❆
❧✬é♣♦q✉❡✱ ♦♥ s❛✈❛✐t q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐té t❤❡r♠✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❤é❧✐✉♠ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❤❛s❡
✷✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▲❡ ❇❊❈ ❡♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✿ ❧❛ ❙✉♣❡r✢✉✐❞✐té
❋✐❣✳ ✷✳✶✿ ❉✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❧✬❤é❧✐✉♠ 4❍❡✳
❙♦✉r❝❡ ✿❤tt♣ ✿✴✴❧t❧✳t❦❦✳✜✴r❡s❡❛r❝❤✴t❤❡♦r②✴❤❡❧✐✉♠✳❤t♠❧✳
♥✬❡st ♣❛s ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛✉ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❡t q✉✬❡❧❧❡ ❡st s✐♥❣✉❧✐èr❡✲
♠❡♥t ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡ q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ ❧✐q✉✐❞❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✳ ❈✬❡st ❞❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡
❤✐st♦r✐q✉❡ ❡t ❡♥ ♠❡s✉r❛♥t ❧❛ rés✐st❛♥❝❡ ❛✉ ✢♦t ❞❡ ❧✬❤é❧✐✉♠ à tr❛✈❡rs ✉♥ t✉❜❡
❝❛♣✐❧❧❛✐r❡✱ q✉❡ ❑❛♣✐t③❛ ❡t ❆❧❧❡♥✴▼✐s❡♥❡r ♦♥t ❞é❝♦✉✈❡rt ❧❛ ♠ê♠❡ ❝❤♦s❡ ✿ ❧❛
✈✐s❝♦s✐té ❞❡ ❧✬❍❡✲■■ ❡st ❛✉ ♠♦✐♥s ✶✺✵✵ ❢♦✐s ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❍❡✲■✳ ❊♥
❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ❧✬❍❡✲■■ ♣❡✉t ❝♦✉❧❡r s❛♥s ❞✐ss✐♣❡r ❞✬é♥❡r❣✐❡✳ ❈✬❡st ❝❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡
q✉❡ ❑❛♣✐t③❛ ❛ ❜❛♣t✐sé✱ ❡♥ ❛♥❛❧♦❣✐❡ ❛✈❡❝ ❧❛ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐✈✐té✱ ✧s✉♣❡r✢✉✐❞✐té✧✳
✷✳✶✳✷ ▲❡s ♣r❡♠✐❡rs ♣❛s t❤é♦r✐q✉❡s
P❧✉s✐❡✉rs ♠♦✐s ❛♣rès ❧❛ ❞é❝♦✉✈❡rt❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡✱ ❋r✐t③ ▲♦♥❞♦♥ ❬✸✻❪ ♣r♦♣♦s❡
✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥ t❤é♦r✐q✉❡✳ ❊t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ❧✬❛t♦♠❡ ❞✬❤é❧✐✉♠ ✹ ❡st
❝♦♠♣♦sé ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣❛✐r ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s ✭✷ é❧❡❝tr♦♥s✱ ✷ ♣r♦t♦♥s ❡t ✷ ♥❡✉tr♦♥s✮✱
❡t q✉❡ ❞❡ ❝❡ ❢❛✐t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ à ♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦r♣s r❡st❡ s②♠♠étr✐q✉❡ s♦✉s
❧✬é❝❤❛♥❣❡ ❞❡ ❞❡✉① ❛t♦♠❡s ✭❧✐s❡r ✿ ❧❡ s②stè♠❡ ♦❜é✐t ✉♥❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡ ❇♦s❡✮ ❡t
q✉❡ ❞❡ ♣❧✉s ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ♣♦✉r ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❍❡✲■ ❍❡✲■■✱ Tλ = 2.19❑✱ ❡st ❛ss❡③
♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ t❤é♦r✐q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥ ❞❡ ❇♦s❡✲❊✐♥st❡✐♥
❞❡ ❧✬❍❡✲✹ ✭s❛♥s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✮ T = 3.13❑✱ ▲♦♥❞♦♥ ❛ ❡①♣❧✐q✉é ❧❛ s✉♣❡r✢✉✐❞✐té
❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♠❛♥✐❢❡st❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥ ❞❡ ❇♦s❡✲❊✐♥st❡✐♥✳ ❈❡tt❡ ✐❞é❡ ét❛✐t
❛✉❞❛❝✐❡✉s❡ ❝❛r ❧❛ ❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥ ❞❡ ❇♦s❡✲❊✐♥st❡✐♥ ♥✬ét❛✐t t❤é♦r✐sé❡ à ❧✬é♣♦q✉❡
q✉❡ ♣♦✉r ❞❡s ❛t♦♠❡s ♥♦♥ ✐♥t❡r❛❣✐ss❛♥ts✳
P❡✉ ❞❡ t❡♠♣s ❛♣rès✱ ▲❛s③❧♦ ❚✐s③❛ ❬✸✼✱ ✸✽❪ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ à ✧❞❡✉① ✢✉✐❞❡s✧
♦ù ❧✬❤é❧✐✉♠ ❧✐q✉✐❞❡ ❍❡✲■■ ❡st ❝♦♥st✐t✉é❡ ❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s ❞❡ ❞❡✉① ✢✉✐❞❡s ✿ ✉♥ s✉✲
✷✳✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✷✺
♣❡r✢✉✐❞❡ ❡t ✉♥ ✢✉✐❞❡ ♥♦r♠❛❧✳ ▲❡ s✉♣❡r✢✉✐❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉① ❛t♦♠❡s ❝♦♥❞❡♥sés
❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ét❛t q✉❛♥t✐q✉❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧ ❡t s❛ ✈✐s❝♦s✐té ❡st ♥✉❧❧❡✳ ❆❧♦rs q✉❡ ❧❡
✢✉✐❞❡ ♥♦r♠❛❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ✢✉✐❞❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✈✐s❝♦s✐té ♥♦♥✲♥✉❧❧❡✳ ❈❤❛q✉❡ ✢✉✐❞❡
❛ s❛ ♣r♦♣r❡ ❞❡♥s✐té ❡t s♦♥ ♣r♦♣r❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈✐t❡ss❡s ✿ ρs ❡t vs ♣♦✉r ❧❡ s✉♣❡r✲
✢✉✐❞❡✱ ❡t ρn ❡t vn ♣♦✉r ❧❡ ✢✉✐❞❡ ♥♦r♠❛❧✳ ▲❡s ❞❡♥s✐tés ❞é♣❡♥❞❡♥t s❡✉❧❡♠❡♥t
❞❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❡t ❡❧❧❡s s♦♥t r❡❧✐é❡s à ❧❛ ❞❡♥s✐té t♦t❛❧❡ ♣❛r ρtot = ρs + ρn✱
ρs(T = 0) = ρtot(T = 0) ❡t ρn(T ≥ Tλ) = ρtot(T ≥ Tλ)✳ ❙✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ s♦♥
♠♦❞è❧❡ ♣❤é♥♦♠é♥♦❧♦❣✐q✉❡✱ ❚✐s③❧❛ ❛ ♣✉ ♣ré❞✐r❡ ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❧✬❡✛❡t ❞❡ s❡❝♦♥❞
s♦♥ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞û ❛✉① ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❡♥ ♦♣♣♦s✐t✐♦♥
❞❡ ♣❤❛s❡s ❞❡ ρs ❡t ρn✳
❊♥ ✶✾✹✶✱ ▲❡✈ ▲❛♥❞❛✉ ❬✸✾❪ ♣r♦♣♦s❡ s♦♥ ♣r♦♣r❡ ♠♦❞è❧❡ à ❞❡✉① ✢✉✐❞❡s ❞✉ ❧✐q✉✐❞❡
❍❡✲■■✳ ❙❡s ❞❡✉① ✢✉✐❞❡s s♦♥t ❞✐✛ér❡♥ts ❞❡ ❝❡✉① ❞❡ ❚✐s③❧❛✳ ■❧ ② ❛ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ s✉♣❡r✲
✢✉✐❞❡ q✉✐ ❡st ❧✬ét❛t ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞❡ ❧✐q✉✐❞❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ♠❛✐s q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s✱ s❡❧♦♥
▲❛♥❞❛✉✱ ✉♥ ❝♦♥❞❡♥s❛t✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞✉ à ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❛t♦♠❡s✱
▲❛♥❞❛✉ ♥✬ét❛✐t ♣❛s ❝♦♥✈❛✐♥❝✉ ❞❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❝♦♥❞❡♥s❛t ❞❡ ❇♦s❡✲❊✐♥st❡✐♥
❞❛♥s ✉♥ s✉♣❡r✢✉✐❞❡✳ ◗✉❛♥t à ❧✬❛✉tr❡ ✢✉✐❞❡✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬❡①❝✐t❛t✐♦♥s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s
❛♣♣❡❧é❡s q✉❛s✐✲♣❛rt✐❝✉❧❡s ❞♦♥t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞✐s❝✉té ❞❛♥s ✶✳✼✳✶✳ ▲❛♥❞❛✉ ♣r♦♣♦s❡
♠ê♠❡ ✉♥ s♣❡❝tr❡ ♣♦✉r ❝❡s q✉❛s✐✲♣❛rt✐❝✉❧❡s ❞❡ ❧✬❍❡✲■■✱ ♠♦♥tré❡ s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✳
▲❛♥❞❛✉ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ q✉❛s✐✲♣❛rt✐❝✉❧❡s ❞❛♥s s♦♥ s♣❡❝tr❡ ✿
❋✐❣✳ ✷✳✷✿ ❙♣❡❝tr❡ ❞❡s ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❤é❧✐✉♠✳ ▲❛♥❞❛✉ ♣r♦♣♦s❡ ❞❡✉① s♦rt❡s
❞✬❡①❝✐t❛t✐♦♥s ✿ ❧❡s ♣❤♦♥♦♥s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ à ❜❛s k ❡t ❧❡s r♦t♦♥s
❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ à ❤❛✉ts k✳
✕ à ❢❛✐❜❧❡s p ✭❡t ❞♦♥❝ ♣♦✉r ❧❛r❣❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ❞✬♦♥❞❡ λ✮✱ ❧❛ q✉❛s✐✲♣❛rt✐❝✉❧❡
❡st ✉♥❡ ♦♥❞❡ s♦♥♦r❡ q✉❛♥t✐✜é❡✱ ❛♣♣❡❧é❡ ✧♣❤♦♥♦♥✧✱ ❡t q✉✐ ❛ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥
❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ε(p) = cp ✭♦ù c ❡st ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ s♦♥✮✳
✕ à ❧❛r❣❡s p✱ ❧❛ q✉❛s✐✲♣❛rt✐❝✉❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦✉✈❡✲
✷✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▲❡ ❇❊❈ ❡♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✿ ❧❛ ❙✉♣❡r✢✉✐❞✐té
♠❡♥t r♦t❛t✐♦♥♥❡❧✱ ❛♣♣❡❧é ✧r♦t♦♥✧✱ ❡t q✉✐ ❛ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥
q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ε(p) = ∆+p2/2m ✭♣❧✉s t❛r❞ ♠♦❞✐✜é ♣❛r ❋❡②♥♠❛♥ ❡t ❈♦❤❡♥
à ε(p) = ∆ + (p− p0)2/2m✮✳
❆ ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ s♦♥ s♣❡❝tr❡ ❞❡s ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❤é❧✐✉♠ ❧✐q✉✐❞❡✱ ▲❛♥❞❛✉ ❛✈❛✐t ♣ré❞✐t
✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❡♥✲❞❡ss♦✉s ❞❡ ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ s✉♣❡r✢✉✐❞✐té ♣✉r❡ ❡t s❛♥s ❞✐ss✐✲
♣❛t✐♦♥ ❡①✐st❡✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ② r❡✈❡♥✐r ❡♥ ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳
❊♥ ✶✾✹✼✱ ◆✐❦♦❧❛② ❇♦❣♦❧✐✉❜♦✈ ❬✶✼❪ ❛♣♣♦rt❡ s❛ ♣✐❡rr❡ à ❧✬é❞✐✜❝❡✳ ❇♦❣♦❧✐✉❜♦✈ ✉t✐✲
❧✐s❡ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡ ❡t tr❛✐t❡ ❧❛ ❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥ ❞❡ ❇♦s❡✲❊✐♥st❡✐♥ ♣♦✉r
✉♥ ❣❛③ ❜♦s♦♥✐q✉❡ ❞✐❧✉é ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❢❛✐❜❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ ❝❤♦s❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
♣❛r❧é ❞❛♥s ✶✳✼✳✶✳ ■❧ ♦❜t✐❡♥t à ♣❡✉ ♣rès ❧❡ ♠ê♠❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡s ❡①❝✐t❛t✐♦♥s q✉❡ ▲❛♥✲
❞❛✉✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❜r❛♥❝❤❡ à ❜❛ss❡ é♥❡r❣✐❡ ♣♦✉r ❧❡s ♣❤♦♥♦♥s ✭r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥
ε(p) = cp✮ ❡t ✉♥❡ à ❧❛r❣❡ p ❛✈❡❝ ε(p) = p2/2m✳ ❙❡s rés✉❧t❛ts✱ ❜✐❡♥ q✉✬♦❜t❡♥✉s
❞❛♥s ✉♥ ré❣✐♠❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐❢ ♣♦✉r ✉♥ ❣❛③ ❞✐❧✉é ❛✈❡❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❢❛✐❜❧❡ ✭❧✬❤é❧✐✉♠
❧✐q✉✐❞❡ ♥✬❡st ♣❛s ❞✉ t♦✉t ❞✐❧✉é ❡t s❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s s♦♥t ❢♦rt❡s✮✱ ♠❡t ♥é❛♥♠♦✐♥s
❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧❛ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❛ ❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥ ❞❡ ❇♦s❡✲❊✐♥st❡✐♥ ❡♥ ✐♥t❡r❛❝✲
t✐♦♥s ❡t ❧❛ s✉♣❡r✢✉✐❞✐té✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t tr❛✐t❡r ❝❡tt❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❡♥
♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s✳
✷✳✷ ▲❛ ❇❊❈✲❙✉♣❡r✢✉✐❞✐t② ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥
◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥ ❞❡ ❇♦s❡✲❊✐♥st❡✐♥
❡st ✉♥ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ♣r♦♣r❡ ❛✉① ❜♦s♦♥s ♦ù ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❞✬❡♥tr❡ ❡✉①
s❡ ♠❡t à ❞❡s t❡♠♣ér❛t✉r❡s ♣r♦❝❤❡s ❞✉ ③ér♦ ❛❜s♦❧✉ ❞❛♥s ✉♥ s❡✉❧ ét❛t ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧✳
❙❛♥s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ ❝❡t ét❛t q✉❛♥t✐q✉❡ ❡st s♦✐t ❧✬ét❛t p = 0 ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❧✐❜r❡✱ s♦✐t
❧✬ét❛t ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♣✐è❣❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡✳ ❊♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✐♥t❡r❛❝✲
t✐♦♥s✱ ❝❡t ét❛t q✉❛♥t✐q✉❡ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❧✬ét❛t ♣r♦♣r❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡♥s✐té à ✉♥
❝♦r♣s ❞♦♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❡st ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡✳
▲❛ s✉♣❡r✢✉✐❞✐té ♥é❝❡ss✐t❡ ❧❛ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❞❡ ♣❤❛s❡ s✉r ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ é❝❤❡❧❧❡✱ ❝♦♥❝❡♣t
étr♦✐t❡♠❡♥t ❧✐é à ❧❛ ❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥ ❞❡ ❇♦s❡✲❊✐♥st❡✐♥✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡
❧✬❤é❧✐✉♠ ❧✐q✉✐❞❡ ❡♥ ♣❤❛s❡ ❍❡✲■■✱ à T = 0❑✱ ❧❛ ♣❛rt✐❡ s✉♣❡r✢✉✐❞❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛
t♦t❛❧✐té ❞✉ ✢✉✐❞❡ ✭❝✬❡st à ❞✐r❡ ρs(T = 0) = ρtot = N/V ✮ ❡t ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❝♦♥❞❡♥sé❡
❞❡s ❛t♦♠❡s✱ N0/N ✱ r❡♣rés❡♥t❡ ❡♥✈✐r♦♥ ✶✵✪ ❞✉ ✢✉✐❞❡✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉❡ ❧❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t ❞❡ ❇♦s❡✲❊✐♥st❡✐♥ ♣❡✉t êtr❡ ❞é❝r✐t ♣❛r ✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ ✉♥✐q✉❡ q✉✐ s✬❡①♣r✐♠❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♥♦♠❜r❡✲c ❡t q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à
✷✳✷✳ ▲❛ ❇❊❈✲❙✉♣❡r✢✉✐❞✐t② ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ✷✼
❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❝❤❛♠♣s Ψ(r, t)✱
〈Ψ(r, t)〉 = Φ(r, t) =
√
n(r, t)eiφ(r,t) ✭✷✳✶✮
♦ù ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞❡ Φ(r)✱ N0✱ ❡st ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ N ✳ ❈❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té n(r, t) ❡t ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ φ(r, t) s♦✉s✲❡♥t❡♥❞
q✉❡ ❧❡s ❛t♦♠❡s s♦♥t ❡♥ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❞❡ ♣❤❛s❡✳ ▲❛ s✉♣❡r✢✉✐❞✐té ❡st ✉♥ ♣❤é♥♦♠è♥❡
q✉❛♥t✐q✉❡ ❝♦❧❧❡❝t✐❢ ❞❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦ù ❧❡s ❛t♦♠❡s s❡ ❞é♣❧❛❝❡♥t ❡♥s❡♠❜❧❡ ♣♦✉r
❝♦♥s❡r✈❡r ❧❛ ♣❤❛s❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞✉ s②stè♠❡ ✭❡t ❞♦♥❝ ❧✬♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❞✉
♠ê♠❡ ét❛t✮✳ ▲❡ ✢✉① ❞❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❡st ✿
j(r, t) = − i~
2m
(Φ∗∇Φ− Φ∇Φ∗) = n(r, t) ~
m
∇φ(r, t). ✭✷✳✷✮
❆✐♥s✐✱ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❝♦♥❞❡♥sé❡s ❡st ✿
vs(r, t) =
~
m
∇φ(r, t). ✭✷✳✸✮
vs ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ✈✐t❡ss❡ s✉♣❡r✢✉✐❞❡ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❧✉s tôt ❜✐❡♥ q✉❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡
❝♦♥❞❡♥sé❡ ♥❡ r❡♣rés❡♥t❡ ♣❛s t♦✉t ❧❡ s✉♣❡r✢✉✐❞❡✳ ❈❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥✱ ♣✉r ♣r♦❞✉✐t ❞❡
❧❛ ❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥ ❞❡ ❇♦s❡✲❊✐♥st❡✐♥✱ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❞❡✉① ❝❤♦s❡s ♣♦✉r ❧❛ s✉♣❡r✢✉✐❞✐té ✿
✶✳ ▲❡ s✉♣❡r✢✉✐❞❡ ❡st ✐rr♦t❛t✐♦♥♥❡❧
❈❡❝✐ ❡st ❞û ❛✉ ❢❛✐t q✉❡
∇× ✈s = 0. ✭✷✳✹✮
✷✳ ◗✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥
▲❛ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ C ❞❡ vs ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥ ❝♦♥t♦✉r ❢❡r♠é Γ ❡st ✿
C =
∮
Γ
vs(r, t) · dl = ~
m
∮
Γ
dφ(r, t). ✭✷✳✺✮
P❛r ✈❡rt✉ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❙t♦❦❡s✱ ❝❡tt❡ ✐♥té❣r❛❧❡ à ♣r❡♠✐èr❡ ✈✉❡ ❡st ③ér♦✳
❖r✱ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ φ ❡st ♠♦♥♦✲✈❛❧✉é❡ ♠♦❞✉❧♦ 2π✱ ❡t ♣❛r
❝♦♥séq✉❡♥t ✿
C =
~
m
2πn˜ =
h
m
n˜ ♦ù n˜ ∈ N. ✭✷✳✻✮
❆✐♥s✐✱ ❧❛ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞✉ r❛②♦♥ ❞✉ ❝♦♥t♦✉r ❡t ❡❧❧❡ ❡st
q✉❛♥t✐sé❡ ❡♥ ✉♥✐tés ❞❡ h/m✳ ❈❡❝✐ ❡st ❝♦♥♥✉ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ✧❝♦♥❞✐t✐♦♥
❞❡ q✉❛♥t✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❋❡②♥♠❛♥✲❖♥s❛❣❡r✧✳ P♦✉r n˜ 6= 0✱ ❝❡tt❡ q✉❛♥t✐s❛t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ❡st s❛t✐s❢❛✐t❡ ♣❛r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs ✈♦rt❡① à
❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✉ ❝♦♥t♦✉r✳
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❜rè✈❡♠❡♥t ♠❡♥t✐♦♥♥❡r ❞❡✉① ❡✛❡ts r♦t❛t✐♦♥♥❡❧s r❡♠❛rq✉❛❜❧❡s ❞❡ ❧❛
s✉♣❡r✢✉✐❞✐té ✿
✷✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▲❡ ❇❊❈ ❡♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✿ ❧❛ ❙✉♣❡r✢✉✐❞✐té
✕ ❊✛❡t ❞❡ ❍❡ss✲❋❛✐r❜❛♥❦ ✿ ❝✬❡st q✉❛♥❞ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❛♣♣❛r❡♥t❡ ❞✉ s✉♣❡r✢✉✐❞❡
❡st ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞✉ ré❝✐♣✐❡♥t q✉✐ ❧❡ ❝♦♥t✐❡♥t✳ ❊❧❧❡ ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ à
❧✬❡✛❡t ▼❡✐ss♥❡r ♣♦✉r ❧❡s s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t❡✉rs✳
✕ ❙✉♣❡r✢♦t ♠ét❛st❛❜❧❡ ✿ ❝❡❧❛ s❡ ♣r♦❞✉✐t ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ré❝✐♣✐❡♥t✱ ✐♥✐t✐❛❧❧❡♠❡♥t ❡♥
r♦t❛t✐♦♥✱ ❡st s♦✉❞❛✐♥❡♠❡♥t ❛rrêté ♠❛✐s ❧❡ s✉♣❡r✢✉✐❞❡ ♣❡rs✐st❡ à t♦✉r♥❡r
❛✉t♦✉r ♣♦✉r ✉♥ t❡♠♣s t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t ✐♥✜♥✐✳
✷✳✸ ❈r✐tèr❡ ❞❡ ▲❛♥❞❛✉
▲❛♥❞❛✉ ❬✸✾❪ ❛✈❛✐t ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ♣❧❛❣❡ ❞❡ ✈✐t❡ss❡s ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ✉♥ ✢♦t s✉♣❡r✲
✢✉✐❞❡ ❡①✐st❡✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ très ❝♦♥❝❡♣t✉❡❧❧❡ ❞✬✉♥
✢♦t s✉♣❡r✢✉✐❞❡✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ s✉♣❡r✢✉✐❞❡ ❡♥ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡ à ❞❡s
✈✐t❡ss❡s v à tr❛✈❡rs ✉♥ t✉❜❡ ✐♠♠♦❜✐❧❡✳ ❊✈✐❞❡♠♠❡♥t✱ ♥♦✉s ♥❡ ♣r❡♥♦♥s ♣❛s ❡♥
❝♦♠♣t❡ ❞❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❡①tér✐❡✉r V❡①t(r) ❝❛r ❝❡❧❛ ❜r✐s❡r❛✐t ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ♣❛r tr❛♥s✲
❧❛t✐♦♥ ❞✉ ✢✉✐❞❡✳ ▲❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈✐t❡ss❡s v ❡st ✉♥✐❢♦r♠❡ à tr❛✈❡rs ❧❡ s✉♣❡r✢✉✐❞❡✱
❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ✉♥ ✢✉✐❞❡ ♥♦r♠❛❧ ♦ù ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❡st ♣❧✉s ❢♦rt❡ ❛✉ ❝❡♥tr❡ ❡t s❡
ré❞✉✐t à ③ér♦ s✉r ❧❡s ♣❛r♦✐s ❞✉ t✉❜❡ ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢r✐❝t✐♦♥✳ ❈❤❛♥❣❡r ❧❛ q✉❛♥t✐té
❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞✉ s✉♣❡r✢✉✐❞❡ à tr❛✈❡rs ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡s ♣❛r♦✐s ♥✬❡st ♣❛s
❡♥✈✐s❛❣❡❛❜❧❡ ❝❛r ❝❡❧❛ ♥é❝éss✐t❡r❛✐t ✉♥❡ ❛❧tér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❛t ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ♠❛❝r♦s❝♦✲
♣✐q✉❡ ❞❡s ❛t♦♠❡s ❝♦♥❞❡♥sés✳ ▲✬❛✉tr❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❡st ❛❧♦rs ❞❡ ❞✐ss✐♣❡r ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡
♣❛r ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❞✬❡①❝✐t❛t✐♦♥s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❡♥ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ q✉❛s✐✲♣❛rt✐❝✉❧❡s✳
▲✬✐❞é❡ ❞❡ ▲❛♥❞❛✉ ❡st ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ●❛❧✐❧é❡ ♣♦✉r ❧❡ s②s✲
tè♠❡✳ ❆♣♣❡❧♦♥s ♥♦tr❡ ré❢ér❡♥t✐❡❧ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ R ❛✈❡❝ ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s s♣❛t✐♦✲
t❡♠♣♦r❡❧❧❡s x ❡t t✳ ❉❛♥s R✱ ❧❡ ✢✉✐❞❡ ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ✐♠♣✉❧s✐♦♥ P ❡t ✉♥❡ é♥❡r❣✐❡
E✳ ▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ré❢ér❡♥t✐❡❧ R′ q✉✐ s❡ ♠❡✉t à ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ V ♣❛r
r❛♣♣♦rt à R✳ ▲❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❞❡ R′ s♦♥t ❛❧♦rs x′ = x− V t
❡t t′ = t✳ ❉❛♥s ❝❡ ré❢ér❡♥t✐❡❧✱ ❧✬✐♠♣✉❧s✐♦♥ P′ ❡t ❧✬é♥❡r❣✐❡ E ′ ❞✉ ✢✉✐❞❡ ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t
r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✿
P′ = P−MV ✭✷✳✼✮
♦ù M ❡st ❧❛ ♠❛ss❡ ❞✉ ✢✉✐❞❡ ❡t✱
E ′ =
|P′|2
2M
= E −P ·V + 1
2
M |V|2. ✭✷✳✽✮
❉é❝r✐✈♦♥s ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ à tr❛✈❡rs ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❞✬✉♥❡ q✉❛s✐✲
♣❛rt✐❝✉❧❡ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ε(|p|) ❡t ❞✬✐♠♣✉❧s✐♦♥ p ❞❛♥s ❧❡ ré❢ér❡♥t✐❡❧ R q✉✐ s❡ ❞é♣❧❛❝❡
à ❧❛ ♠ê♠❡ ✈✐t❡ss❡ v q✉❡ ❧❡ s✉♣❡r✢✉✐❞❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡ s✉♣❡r✢✉✐❞❡ ♥✬❡st ♣❛s ❡♥ ♠♦✉✲
✈❡♠❡♥t ❞❛♥s R✳ ❙✐ ✉♥❡ q✉❛s✐✲♣❛rt✐❝✉❧❡ ❡st ❡①❝✐té❡ ❡t é♠✐s❡ ❞❛♥s ❧❡ ✢✉✐❞❡✱ ❧❡
s✉♣❡r✢✉✐❞❡ ❛ ❛❧♦rs ✉♥❡ é♥❡r❣✐❡ E = E0 + ε(|p|) ♦ù E0 ❡st ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥✲
t❛❧❡✳ ▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ré❢ér❡♥t✐❡❧R′✳ ❉❛♥s ❝❡ ré❢ér❡♥t✐❡❧✱ ❧❡ t✉❜❡
✷✳✸✳ ❈r✐tèr❡ ❞❡ ▲❛♥❞❛✉ ✷✾
♥❡ s❡ ❞é♣❧❛❝❡ ♣❛s✳ ◗✉❛♥t ❛✉ s✉♣❡r✢✉✐❞❡✱ ✐❧ s❡ ♠❡✉t à ❧❛ ✈✐t❡ss❡ v✳ ❉✬✉♥❡ ❛✉tr❡
❢❛ç♦♥✱ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ R′ ❡st V = −v ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ✢✉✐❞❡✳
❘❡♣r❡♥❛♥t ❧✬❊q✳✭✷✳✼✮ ❡t ❧✬❊q✳✭✷✳✽✮ ✿
P′ = p +Mv ✭✷✳✾✮
E ′ = E0 + ε(|p|) + p · v + 1
2
M |v|2. ✭✷✳✶✵✮
▲✬é♥❡r❣✐❡ ❡t ❧✬✐♠♣✉❧s✐♦♥ ❞✉ ✢✉✐❞❡ ❞❛♥s ❧❡ ré❢ér❡♥t✐❡❧ R′ s♦♥t ♠♦❞✐✜é❡s ♣❛r
❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ é❧é♠❡♥t❛✐r❡✳ ❈❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts s✬é❝r✐✈❡♥t
∆p = p ✭✷✳✶✶✮
∆E = ε(|p|) + p · v. ✭✷✳✶✷✮
❈❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ à tr❛✈❡rs ❧❛ ❝ré❛t✐♦♥ s♣♦♥t❛♥é❡ ❞✬✉♥❡
q✉❛s✐✲♣❛rt✐❝✉❧❡ ❞❡✈✐❡♥t é♥❡r❣ét✐q✉❡♠❡♥t ❢❛✈♦r❛❜❧❡ ❧♦rsq✉❡
∆E = ε(|p|) + p · v < 0. ✭✷✳✶✸✮
❈✬❡st à ❞✐r❡ ❧❛ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ s❡ ♣r♦❞✉✐t ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡
❞✉ s✉♣❡r✢✉✐❞❡ |vs| > ε(p)/|p| ❡t q✉❡ p·v < 0 ✭q✉❡ ❧❛ q✉❛s✐✲♣❛rt✐❝✉❧❡ s♦✐t é♠✐s❡
❞❛♥s ✉♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦♣♣♦sé ❛✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞✉ ✢✉✐❞❡✮✳ ❈❡❝✐ ✐♥tr♦❞✉✐t ❛❧♦rs ✉♥❡
♥♦t✐♦♥ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❞✉ s✉♣❡r✢✉✐❞❡ ❡♥✲❞❡ss♦✉s ❞✉q✉❡❧❧❡ ❧❛ s✉♣❡r✢✉✐❞✐té
❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r ✉♥❡ ❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ✈✐s❝♦s✐té ❡①✐st❡ ✿
v❝r✐t = min
p
(
ε(|p|)
|p|
)
. ✭✷✳✶✹✮
■❧ s✬❛❣✐t ❞✉ ❢❛♠❡✉① ❝r✐tèr❡ ❞❡ ▲❛♥❞❛✉ ❞❡ ❧❛ s✉♣❡r✢✉✐❞✐té✳
P♦✉r ré❝❛♣✐t✉❧❡r ✿
✕ s✐ vs > v❝r✐t ✿
✕ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ à tr❛✈❡rs é♠✐ss✐♦♥ ❞✬❡①❝✐t❛t✐♦♥ é❧é♠❡♥t❛✐r❡s
✕ ✈✐s❝♦s✐té
✕ ❜r✐s✉r❡ ❞❡ s✉♣❡r✢✉✐❞✐té
✕ s✐ vs < v❝r✐t ✿
✕ ♣❛s ❞❡ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡
✕ ♣❛s ❞❡ ✈✐s❝♦s✐té✭❡t ❞♦♥❝ ❞❡ ❢♦r❝❡ ❞❡ tr❛î♥é❡✮
✕ s✉♣❡r✢✉✐❞✐té ♣rés❡r✈é❡✳
P♦✉r ✉♥ ❣❛③ ❞❡ ❜♦s♦♥s ❧✐❜r❡s✱ ε(|p|) = p2/2m ❡t ❞♦♥❝ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❡st
v❝r✐t = 0✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ♣♦✉r ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡s ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ❞❡ ❜♦s♦♥s ✐♥t❡r❛❣✐ss❛♥ts✱
❞♦♥♥é ♣❛r ▲❛♥❞❛✉✱ ε(|p|) = c|p|+∆p2/2m ✭❞♦♥t ♦♥ ❡♥ ❛ ♣❛r❧é ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡
✸✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▲❡ ❇❊❈ ❡♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✿ ❧❛ ❙✉♣❡r✢✉✐❞✐té
❋✐❣✳ ✷✳✸✿ ✭❋✐❣✉r❡ r❡t✐ré❡ ♣♦✉r ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ♣✉❜❧✐é❡ ❡♥ ❧✐❣♥❡✮ ●r❛♣❤❡ ❞❡ ❞❡♥s✐té ❞❡s
❛t♦♠❡s ❤❡✉rtés ♣❛r ❧❡s ✐♠♣✉r❡tés ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡s
✐♠♣✉r❡tés ✭❡♥ ✉♥✐té ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ s♦♥ c✮✳ ▲❡s ♣♦✐♥ts r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s
❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ❡t ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ t❤é♦r✐q✉❡✳ ❖♥
❝♦♥st❛t❡ q✉❡ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ▲❛♥❞❛✉ ♣♦✉r ❧❛ ❜r✐s✉r❡ ❞❡ ❧❛ s✉♣❡r✢✉✐❞✐té ❡st r❡s♣❡❝té✳
❙♦✉r❝❡ ✿ ❈❤✐❦❦❛t✉r ❡t ❛❧✳ ❬✹✹❪✳
✶✱ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✼✳✶✮ ❡t ❞♦♥❝ v❝r✐t = c ✭♦ù c ❡st ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ s♦♥✮✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐
✉♥ ❝♦♥❞❡♥s❛t s❛♥s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♥❡ ♣❡✉t ❥❛♠❛✐s ❢♦r♠❡r ✉♥ s✉♣❡r✢✉✐❞❡ ❡t ❧❡s
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❛t♦♠❡s s♦♥t ✉♥ ✐♥❣ré❞✐❡♥t ❝r✉❝✐❛❧ ♣♦✉r ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥
s✉♣❡r✢✉✐❞❡✳
✷✳✸✳✶ ❘és✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉①
❉✐✈❡rs ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❬✹✵✱ ✹✶✱ ✹✷✱ ✹✸❪ ♦♥t ❡①♣❧♦ré ❧❛ ❜r✐s✉r❡ ❞❡ ❧❛ s✉♣❡r✢✉✐❞✐té
❤é❧✐✉♠ ❡t ❡❧❧❡s ♦♥t r❡❝❤❡r❝❤é ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❝r✐t✐q✉❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉
s✉♣❡r✢✉✐❞❡ 4❍❡ q✉✐ ❝♦✉❧❡ à tr❛✈❡rs ❞❡s ❝❛♣✐❧❧❛✐r❡s✱ ❞❡s ✜❧♠s ❛❜s♦r❜❛♥ts ♦✉ ❞❡s
♣♦✉❞r❡s ✧t✐❣❤t❧② ♣❛❝❦❡❞✧ ❬✹✵❪✱ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❝r✐t✐q✉❡ ♦❜s❡r✈é❡ ét❛✐t ♥❡tt❡♠❡♥t ✐♥❢é✲
r✐❡✉r❡ à ❝❡❧❧❡ ♣ré❞✐t❡ ♣❛r ▲❛♥❞❛✉✳ ❈❡❝✐ ét❛✐t ❞û à ❧❛ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ❡t ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❞❡
✈♦rt❡①✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧♦rsq✉❡ ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡s s♦♥t ❞é♣❧❛❝é❡s à tr❛✲
✈❡rs ❧❡ s✉♣❡r✢✉✐❞❡ ❝♦♠♠❡ ❞❡s ✐♦♥s ♥é❣❛t✐❢s à tr❛✈❡rs ❧❡ s✉♣❡r✢✉✐❞❡ 4❍❡ ❬✹✶✱ ✹✷❪
♦✉ ❞❡s ❛t♦♠❡s ❞❡ 3❍❡ é♣❛r♣✐❧❧és s✉r ❧❡ s✉♣❡r✢✉✐❞❡ 4❍❡ ❬✹✸❪✱ ❧❛ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ▲❛♥❞❛✉
ét❛✐t ♦❜s❡r✈é✳ ■❧ ❡♥ ❛ ét❛✐t ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❡ ❇❊❈✳ ▲✬éq✉✐♣❡ ❞❡ ❑❡tt❡r❧❡ ❬✹✹❪ ❛
r❛♣♣♦rté q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❞❡s ✐♠♣✉r❡tés ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡s ✭♣r♦❞✉✐t❡s ♣❛r ❞❡s tr❛♥s✐✲
t✐♦♥s ❘❛♠❛♥ st✐♠✉❧é❡s✮ s♦♥t tr❛♥s♣♦rté❡s à tr❛✈❡rs ❧❡ ❇❊❈✱ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❝r✐t✐q✉❡
♦❜s❡r✈é❡ ❡st ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ s♦♥✳ ■❧s ♦♥t ❞é❞✉✐t ❝❡❧❛ ❡♥ r❡❣❛r❞❛♥t ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té
❞❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❞❡s ✐♠♣✉r❡tés ❝♦♠♠❡ ✐❧❧✉stré s✉r ❧❛ ❋✐❣✳✷✳✸✳ ▲✬éq✉✐♣❡ ❞❡ ❑❡tt❡r❧❡
❛ é❣❛❧❡♠❡♥t r❛♣♣♦rté ❬✹✺✱ ✹✻❪ q✉❡ ❧♦rsq✉✬✉♥ ❧❛s❡r ❞és❛❝❝♦r❞é ❞❛♥s ❧❡ ❜❧❡✉
♣❛ss❡ à tr❛✈❡rs ❧❡ ❇❊❈ ✭✈♦✐r s❝❤é♠❛ s✉r ❋✐❣✳✷✳✹✮✱ ❛❧♦rs ❧à ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❝r✐t✐q✉❡
❡st ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♠♦✐♥s ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ s♦♥✳ ◆♦t❛♠♠❡♥t✱ ✐❧s tr♦✉✈❡♥t
vc = 0.1c ❬✹✻❪✳ ❉❛♥s ✉♥❡ ❛✉tr❡ ét✉❞❡ ❬✹✼❪✱ ■♥♦✉②❡ ❡t ❛❧✳ ♦♥t ♦❜s❡r✈é ❧❛ ♥✉❝❧é❛✲
t✐♦♥ ❞❡ ✈♦rt❡① ✭❡t ❞♦♥❝ ❧❛ ❜r✐s✉r❡ ❞❡ ❧❛ s✉♣❡r✢✉✐❞✐té✮ à ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ♥❡tt❡♠❡♥t
✐♥❢ér✐❡✉r❡ à c✳
❈❡s rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① t❛♥t ♣♦✉r ❧❡ s✉♣❡r✢✉✐❞❡ ❤é❧✐✉♠✱ q✉✐ ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t
✐♥t❡r❛❣✐ss❛♥t✱ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ❇❊❈✱ q✉✐ ❡st ❞✐❧✉é✱ ♥❡ s♦♥t ♣❛s s✉r♣r❡♥❛♥ts ❞✉ ❢❛✐t
q✉❡ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ▲❛♥❞❛✉ ❡st ✉♥ rés✉❧t❛t ♣❡rt✉r❜❛t✐❢ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡♠❡♥t ✈❛❧✐❞❡
♣♦✉r ❞❡ ❢❛✐❜❧❡s ♦❜st❛❝❧❡s ✭✈♦✐r ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ■❛♥❡s❡❧❧✐ ❬✹✽❪ à ❝❡ s✉❥❡t✮✳
✷✳✸✳ ❈r✐tèr❡ ❞❡ ▲❛♥❞❛✉ ✸✶
BEC
LASER
V
V(a)
(b)
❋✐❣✳ ✷✳✹✿ ❙❝❤é♠❛ ♣♦✉r ♠❡s✉r❡r ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❞✬✉♥ ❇❊❈ s✉♣❡r✢✉✐❞❡✳ ❯♥
❢❛✐s❝❡❛✉ ❧❛s❡r ❞és❛❝❝♦r❞é ❞❛♥s ❜❧❡✉ ❡st ❞é♣❧❛❝é à tr❛✈❡rs ❧❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t à ✉♥❡
✈✐t❡ss❡ v✳ ▲❛ ❢♦r❝❡ ❞✐♣♦❧❛✐r❡ ❣é♥éré❡ ♣❛r ❧❡ ❧❛s❡r ❝ré❡ ✉♥ ❝r❡✉① ❞❛♥s ❧❛ ❞❡♥s✐té
❞✉ ❇❊❈✳ ▲❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ✭❛✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉① ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❬✹✺✱ ✹✻❪
❡t ❧❛ ✭❜✮ à ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❬✹✼❪✱ t♦✉t❡s ré❛❧✐sé❡s ❝❤❡③ ❧✬éq✉✐♣❡ ❞❡ ❑❡tt❡r❧❡✳
✷✳✸✳✷ ▲❛ s✉♣❡r✢✉✐❞✐té à t❡♠♣ér❛t✉r❡s ✜♥✐❡s
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❝♦♥❞❡♥s❛t ✉♥✐❢♦r♠❡ à ✉♥❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ✜♥✐❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞❡✉①
t②♣❡s ❞❡ ✢✉✐❞❡ ✿ ❧❡ s✉♣❡r✢✉✐❞❡ ❡t ✉♥ ✢✉✐❞❡ ♥♦r♠❛❧✳ ▲❡ s✉♣❡r✢✉✐❞❡ ♥❡ ♠❛♥✐❢❡st❡
♣❛s ❞❡ ✈✐s❝♦s✐té ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡ ✢✉✐❞❡ ♥♦r♠❛❧ ❧❡ ❢❛✐t✳ ▲❡ ✢✉✐❞❡ ♥♦r♠❛❧ ❡st ❝♦♥st✐t✉é
❞❡ q✉❛s✐✲♣❛rt✐❝✉❧❡s q✉✐ s♦♥t ❡①❝✐té❡s ❞❡ ❢❛ç♦♥ t❤❡r♠✐q✉❡✳ ▲❡s ♣❛r♦✐s ❞✉ t✉❜❡
♣❡✉✈❡♥t ❡♥tr❡r ❡♥ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡s q✉❛s✐✲♣❛rt✐❝✉❧❡s✳ ❈❡❝✐ ❛ ♣♦✉r ❡✛❡t ❞❡ ❞✐ss✐♣❡r
❧❡✉rs é♥❡r❣✐❡s✳ ●râ❝❡ ❛ ❝❡s ❝♦❧❧✐s✐♦♥s✱ ✉♥ éq✉✐❧✐❜r❡ t❤❡r♠✐q✉❡ ❡st ét❛❜❧✐ ❛✉ s❡✐♥
❞✉ ✢✉✐❞❡ ♥♦r♠❛❧✳ ❈❡❝✐ s❡ ♣❛ss❡ ❞❛♥s ❧❡ ré❢ér❡♥t✐❡❧ ♦ù ❧❡ t✉❜❡ ❡st ❡♥ r❡♣♦s✳ ❆ ❧❛
t❡♠♣ér❛t✉r❡ T ✱ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s q✉❛s✐✲♣❛rt✐❝✉❧❡s ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r
Nq♣ =
1
e(ε(p)+p·v)/kBT − 1 . ✭✷✳✶✺✮
▲❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s q✉❛s✐✲♣❛rt✐❝✉❧❡s Nq♣ ❡st ♣♦s✐t✐✈❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ▲❛♥❞❛✉
❡st s❛t✐s❢❛✐t✳
✷✳✸✳✸ ❈r✐tèr❡ ❞❡ ▲❛♥❞❛✉ ❧♦❝❛❧
▲❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ▲❛♥❞❛✉ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sé ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❧♦❝❛❧❡ ❞❛♥s ❧❡
❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❞❡♥s✐té ❧♦❝❛❧❡✳ ❈❡❝✐ ❛rr✐✈❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❡①✲
✸✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▲❡ ❇❊❈ ❡♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✿ ❧❛ ❙✉♣❡r✢✉✐❞✐té
tér✐❡✉r V❡①t(r) ❡st ❛ss❡③ ❧✐ss❡ ❡t✱ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡s ❞❡♥s✐tés ❞❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s
❞✉ ❝♦♥❞❡♥s❛t δn(r) ♣r❡♥♥❡♥t ❢♦r♠❡ s✉r ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡✉r ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ♥❡tt❡♠❡♥t ♣❧✉s
❣r❛♥❞❡ q✉❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♥❞❡♥s❛t ξ ✭ξ ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛✲
♣✐t❡ ✶✱ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✮✳ ▲❡ ❝r✐tér❡ ❞❡ ▲❛♥❞❛✉ ❧♦❝❛❧ ❡st q✉❡ ❧❛ s✉♣❡r✢✉✐❞✐té ❡st ❜r✐sé❡
s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❛♥s ❧❡ ✢✉✐❞❡ ♦ù ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❧♦❝❛❧❡ ❞✉ ✢✉✐❞❡ ❡st ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡
q✉❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ s♦♥ ❧♦❝❛❧❡ c(r) =
√
gn(r)/m ❬✹✾✱ ✺✵✱ ✺✶✱ ✺✷❪✳
✷✳✹ ▲❛ s✉♣❡r✢✉✐❞✐té ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♦❜st❛❝❧❡
♠♦✉✈❛♥t
P❧✉s✐❡✉rs ét✉❞❡s ♦♥t été ♠❡♥é❡s s✉r ❧❡ tr❛♥s♣♦rt ❞✬✉♥ ✭♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs✮ ♦❜st❛❝❧❡s
à tr❛✈❡rs ✉♥ s✉♣❡r❧❢✉✐❞❡ ✉♥✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❬✺✸✱ ✺✹✱ ✺✺✱ ✹✻✱ ✺✻✱ ✺✼✱ ✺✽✱ ✹✺❪✳ P❛✈✲
❧♦✛ ❬✺✸❪ ❛ ét✉❞✐é ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♥♦♥✲♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡ ✭❡t ❞♦♥❝ ❛❧❧❛♥t ❛✉✲❞❡❧à ❞❡ ❧✬❛♣✲
♣r♦❝❤❡ ❞❡ ▲❛♥❞❛✉✮ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❞✬✉♥ s✉♣❡r✢✉✐❞❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✐♥✜♥✐❡ à
tr❛✈❡rs ✉♥ ♣✐❝ ❞❡❧t❛ V (x) = λδ(x) ✭q✉✐ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❞✉ ♣✐❝ à
tr❛✈❡rs ❧❡ s✉♣❡r✢✉✐❞❡✮✳ ■❧ tr♦✉✈❡ q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ V (x) ré♣✉❧s✐❢✱ ❧❛ s✉♣❡r✢✉✐❞✐té s❡
❜r✐s❡ à ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❞❡ ▲❛♥❞❛✉ ✭q✉✐ ❡st ❧❛ ✈✐t❡ss❡
❞✉ s♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❝♦♥❞❡♥s❛t✮✳ ❈❡❝✐ ❡st ❞û ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ♣rès ❞❡ ❧✬♦❜st❛❝❧❡
❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❧♦❝❛❧❡ ❞✉ ✢✉✐❞❡ ♣❡✉t êtr❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ à ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ s♦♥✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡
♣♦✉r V (x) ❛ttr❛❝t✐❢✱ ✐❧ tr♦✉✈❡ ❧❡ ♠❛✐♥t✐❡♥ ❞✉ ❝r✐tér❡ ❞❡ ▲❛♥❞❛✉✳ P❛✈❧♦✛ ♦❜t✐❡♥t
❋✐❣✳ ✷✳✺✿ ✭❋✐❣✉r❡ r❡t✐ré❡ ♣♦✉r ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ♣✉❜❧✐é❡ ❡♥ ❧✐❣♥❡✮ ❉✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ♣❤❛s❡
❞✬✉♥ ✢♦t s✉♣❡r✢✉✐❞❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ✭❞❡ t❛✐❧❧❡ ✐♥✜♥✐❡✮ à tr❛✈❡rs ✉♥ ♣✐❝ ❞❡❧t❛ V (x) =
λδ(x)✳ v∞ ❡st ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ ✢♦t à x → ∞✱ c∞ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ s♦♥ q✉✐
❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ♣ré❞✐t❡ ♣❛r ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ▲❛♥❞❛✉✳ ξ ❡st ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r
❞❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥✳ ▲❡s ③♦♥❡s ❣r✐s❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ré❣✐♠❡s st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s✳ ▲❛
③♦♥❡ ❣r✐s❡ ❡♥ ❜❛t à ❣❛✉❝❤❡ ✭❞r♦✐t❡✮ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ✢♦t s✉♣❡r✢✉✐❞❡ à tr❛✈❡rs ✉♥
♦❜st❛❝❧❡ ❛ttr❛❝t✐❢ ✭ré♣✉❧s✐❢✮✳ ❖♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ▲❛♥❞❛✉ ❡st r❡s♣❡❝té
♣♦✉r ✉♥ ♣✐❝ ❛ttr❛❝t✐❢ ♠❛✐s ♣❛s ♣♦✉r ✉♥ ♣✐❝ ré♣✉❧s✐❢ ♦ù ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❡st
♣❧✉s ❜❛ss❡ q✉❡ ♣ré✈✉❡✳ ▲❡s ❣r❛♣❤❡s ✐♥sérés r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ♣r♦✜❧s ❞❡ ❞❡♥s✐té
❞✉ ❝♦♥❞❡♥s❛t ❞❛♥s ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ✢♦ts st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s✳ ❙♦✉r❝❡ ✿ P❛✈❧♦✛ ❬✺✸❪✳
❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ♣❤❛s❡ ✐❧❧✉stré ❞❛♥s ❧❛ ❋✐❣✳✷✳✺ ♦ù ❧❡s ③♦♥❡s ❣r✐s❡s r❡♣rés❡♥t❡♥t
❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s ❡t ❧❡s ③♦♥❡s ❜❧❛♥❝❤❡s ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♥♦♥✲st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s
❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞✉ t❡♠♣s✳ ▲❡s ③♦♥❡s ❣r✐s❡ s✉❜s♦♥✐q✉❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉ ✢♦t s✉✲
♣❡r✢✉✐❞❡ ♦ù ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥✳ ◗✉❛♥t à ❧❛ ③♦♥❡ ❣r✐s❡ s✉♣❡rs♦♥✐q✉❡✱ ❡❧❧❡
r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ré❣✐♠❡ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❞✐ss✐♣❛t✐❢✳ ▲❡ ✢♦t ❞❛♥s ❧❡ ré❣✐♠❡ ❞✐ss✐♣❛t✐❢
❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉ t❡♠♣s ❛ été ét✉❞✐é ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ♣❛r ❍❛❦✐♠ ❬✺✻❪✳ ▲❛ ❋✐❣✳✷✳✻
✷✳✹✳ ▲❛ s✉♣❡r✢✉✐❞✐té ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♦❜st❛❝❧❡ ♠♦✉✈❛♥t ✸✸
❋✐❣✳ ✷✳✻✿ ✭❋✐❣✉r❡ r❡t✐ré❡ ♣♦✉r ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ♣✉❜❧✐é❡ ❡♥ ❧✐❣♥❡✮ Pr♦✜❧ ❞❡ ❞❡♥s✐té ❞✬✉♥
s✉♣❡r✢✉✐❞❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ✭❞❡ t❛✐❧❧❡ ✐♥✜♥✐❡✮ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♣✐❝ ❞❡❧t❛ ré♣✉❧s✐❢ q✉✐
✈♦②❛❣❡ à tr❛✈❡rs ❧❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t à ✈✐t❡ss❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❡t s✉♣ér✐❡✉r❡ à ❧❛ ✈✐t❡ss❡
❝r✐t✐q✉❡✳ ▲✬é✈♦❧✉t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞✉ ♣r♦✜❧ ❡st ♠♦♥tré❡ ❞❡ ❜❛t ❡♥ ❤❛✉t à ❢♦r❝❡
q✉❡ ❧❡ ♣✐❝ ♣❛ss❡ à tr❛✈❡rs ❧❡ s✉♣❡r✢✉✐❞❡✳ ❈❡s rés✉❧t❛ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉ ré❣✐♠❡
❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉ t❡♠♣s✳ ❖♥ ② ❝♦♥st❛t❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❞❡ s♦❧✐t♦♥s ❞❡rr✐èr❡
❧✬♦❜st❛❝❧❡ ❡t ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♦♥❞❡ ❞❡ ❝❤♦❝ ❞✐s♣❡rs✐✈❡ ❞❡✈❛♥t ❧✬♦❜st❛❝❧❡✳ ❙♦✉r❝❡ ✿
❍❛❦✐♠ ❬✺✻❪✳
♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❍❛❦✐♠ ❬✺✻❪ ♠♦♥tr❡ ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t t❡♠♣♦r❡❧ ✭❞❡ ❜❛t ❡♥ ❤❛✉t✮ ❞❡
❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ●r♦ss✲P✐t❛❡✈s❦✐✐ ✉♥✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❧♦rsq✉✬✉♥ ♣✐❝ ❞❡❧t❛
ré♣✉❧s✐❢ s❡ ♣r♦♣❛❣❡ à tr❛✈❡rs ❧❡ s②stè♠❡ à ✉♥❡ à ✈✐t❡ss❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❡t s✉♣ér✐❡✉r❡
à ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❝r✐t✐q✉❡✳ ❖♥ ② ♦❜s❡r✈❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❞❡ s♦❧✐t♦♥s✱ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s
♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s✱ ❞❡rr✐èr❡ ❧✬♦❜st❛❝❧❡ ❡t ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♦♥❞❡ ❞❡ ❝❤♦❝ ❞✐s♣❡r✲
s✐✈❡ ❛✉✲❞❡❧à ❞❡ ❧✬♦❜st❛❝❧❡✳ P❛r r❛♣♣♦rt à ❝❡❧❛✱ P❛✈❧♦✛ ❬✺✸❪ ❡①♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❛ ♣❧✉s
♣❡t✐t❡ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❜r✐s✉r❡ ❞❡ ❧❛ s✉♣❡r✢✉✐❞✐té ♣♦✉r ✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ré♣✉❧s✐❢ ❡st ❞û
❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞é❝r♦ît ♣rès ❞❡ ❧✬♦❜st❛❝❧❡ ❡t ❝❡❧❛ ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥❡ ❝ré❛t✐♦♥
♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡ ❞❡s s♦❧✐t♦♥s ❡t ❞♦♥❝ à ❞❡ ❧❛ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥✳
❊♥❣❡❧s ❡t ❆t❤❡rt♦♥ ❬✺✽❪ ♦♥t t❡sté ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t ❝❡s rés✉❧t❛ts ❡♥ s♦✉♠❡t✲
t❛♥t ✉♥ ❇❊❈ ❛❧❧♦♥❣é à ✉♥ ❢❛✐s❝❡❛✉ ❧❛s❡r ♠♦✉✈❛♥t q✉✐ à tr❛✈❡rs ❧❛ ❢♦r❝❡ ❞✐♣♦❧❛✐r❡
❥♦✉❡ ❧❡ rô❧❡ ❞❡ ❧✬♦❜st❛❝❧❡✳ ▲❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❡st très s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡
❞❡ ❧✬éq✉✐♣❡ ❞❡ ❑❡tt❡r❧❡ ✭✈♦✐r ❋✐❣✳✷✳✹✮✳ ❆ ♣❡t✐t❡s ✈✐t❡ss❡s✱ ✐❧s ♦❜s❡r✈❡♥t ❧❛ ♣❤❛s❡
s✉♣❡r✢✉✐❞❡✳ ❆ ✈✐t❡ss❡s ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s✱ ✐❧s ❝♦♥st❛t❡♥t ✉♥❡ ♣❤❛s❡ ✐♥st❛❜❧❡ ❞✐ss✐✲
♣❛t✐✈❡ ❛✈❡❝ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❞❡ s♦❧✐t♦♥s s♦♠❜r❡s✳ ❊t à ❣r❛♥❞❡s ✈✐t❡ss❡s✱ ✐❧s r❡tr♦✉✈❡♥t
✉♥❡ ♣❤❛s❡ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ s❛♥s ❡①❝✐t❛t✐♦♥s✳
❆❧❜❡rt ❡t ❛❧✳ ❬✺✶❪ ♦♥t ét✉❞✐é t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❞✐♣♦❧❛✐r❡s ❞✬✉♥ ❇❊❈
❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❞és♦r❞r❡✳ ▲✬✐❞é❡ ❡st ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡r ✐♥✐t✐❛❧❧❡♠❡♥t ❧❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t ❞✬✉♥❡
❞✐st❛♥❝❡ d ❞✉ ❝❡♥tr❡ ❞✉ ♣✐è❣❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ❡t ❞❡ ❧❡ ❧❛✐ss❡r ♦s❝✐❧❧❡r ❡♥ ♣rés❡♥❝❡
❞❡ ❞és♦r❞r❡✳ ▲❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡s ♣❤❛s❡s ❡st ❞ét❡r♠✐♥é❡ ❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛♥t ❧❡ r❛♣♣♦rt
❡♥tr❡ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✜♥❛❧❡ ❡t d✳ ❯♥ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❡st ♠♦♥tré s✉r ❧❛ ❋✐❣✳✷✳✼✳
▲✬éq✉✐♣❡ ❞❡ ❍✉❧❡t ❬✺✾❪ ❛ ré❛❧✐sé ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ét✉❞❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥
s❡✉❧ ♣✐❝ ❣❛✉ss✐❡♥✱ ❧✬❛❝❝♦r❞ ❡st r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❜♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡s ♣ré❞✐❝t✐♦♥s t❤é♦r✐q✉❡s
❞❡ ❆❧❜❡rt ❡t ❛❧✳ ❬✺✶❪ ❝♦♠♠❡ ✐❧❧✉stré s✉r ❧❛ ❋✐❣✳✷✳✼✳
▲✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡s ❞❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❞✬❊♥❣❡❧s ❬✺✽❪ ❡t ❞❡ ❍✉❧❡t ❬✺✾❪ ❡st q✉✬✐❧s ♠❡tt❡♥t
❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧❛ s✉♣❡r✢✉✐❞✐té ❞✬✉♥ ❇❊❈✳ ■❧s ❝♦♥✜r♠❡♥t q✉❛❧✐t❛t✐✈❡♠❡♥t ❧❡ ❝r✐tèr❡
❞❡ ▲❛♥❞❛✉ s❡❧♦♥ ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ s✉♣❡r✢✉✐❞✐té ❡st ❜r✐sé❡ ❧♦rsq✉❡ ❞❡s ❡①❝✐t❛t✐♦♥s s♦♥t
✸✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▲❡ ❇❊❈ ❡♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✿ ❧❛ ❙✉♣❡r✢✉✐❞✐té
❋✐❣✳ ✷✳✼✿ ✳ ✭❋✐❣✉r❡ r❡t✐ré❡ ♣♦✉r ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ♣✉❜❧✐é❡ ❡♥ ❧✐❣♥❡✮ ❉✐❛❣r❛♠♠❡s ❞❡
♣❤❛s❡ ♣♦✉r ❧❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❞✐♣♦❧❛✐r❡s ❞✬✉♥ ❇❊❈ à tr❛✈❡rs ✉♥ ♣✐❝ ●❛✉ss✐❡♥✳
❋✐❣✉r❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉① rés✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❆❧❜❡rt ❡t
❛❧✳ ❬✺✶❪ ❀ ❧❡ ❝♦♥tr❛st❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉rs r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ r❛t✐♦ ❞❡ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✜♥❛❧❡ à
❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞✬♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❞✉ ❇❊❈✳ ❋✐❣✉r❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉① ❡①✲
♣ér✐❡♥❝❡s ❞❡ ❉r✐❡s ❡t ❛❧✳ ❬✺✾❪ ❀ ❧❡ ❝♦♥tr❛st❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉rs r❡♣rés❡♥t❡ ✐❝✐ ✉♥ t❛✉①
❞✬❛♠♦rt✐ss❡♠❡♥t ❞❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✭✐ss✉ ❞✬✉♥ ❛❥✉st❡♠❡♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡①♣ér✐♠❡♥✲
t❛❧❡s✮✳ U0/µ ✭♦✉ VD/µ✮ ❡st ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ♣✐❝ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❝❤✐♠✐q✉❡✳
❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ✜❣✉r❡s✱ v/c ✭♦✉ v0/c0✮ ❡st ❧❡ r❛♣♣♦rt ❡♥tr❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❞é♣❧❛✲
❝❡♠❡♥t ❞✉ ❝♦♥❞❡♥s❛t ❡t ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ s♦♥✳
é♠✐s❡s✳ ❯♥❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ▲❛♥❞❛✉ ❡st q✉✬✐❧ ❛✈❛✐t ♣ré❞✐t ❞❛♥s s♦♥ s♣❡❝tr❡
❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❞❡ ♣❤♦♥♦♥s ❛❧♦rs q✉❡ ❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ✈♦✐t ❡♥ ♣r❡♠✐❡r ❝✬❡st ❧✬é♠✐ss✐♦♥
❞❡ s♦❧✐t✐♦♥s✱ q✉✐ s♦♥t ❞❡s ♦♥❞❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ❡t q✉✐ ♥❡ ✜❣✉r❡♥t ♣❛s ❞❛♥s ❧❛
❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ▲❛♥❞❛✉✳
❈❤❛♣✐tr❡ ✸
▲❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❆♥❞❡rs♦♥
✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
▲❛ ♣❤②s✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛t✐èr❡ ❝♦♥❞❡♥sé❡✱ à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡s
❝♦♥❞✉❝t❡✉rs ♠ét❛❧❧✐q✉❡s✱ s❡♠✐✲❝♦♥❞✉❝t❡✉rs✱ ❡t❝✳✱ ❛ été ✐♥✐t✐❛❧❧❡♠❡♥t ❢♦r♠✉❧é❡
♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❞❡ s②stè♠❡s ❤♦♠♦❣è♥❡s ♦✉ s♣❛t✐❛❧❧❡♠❡♥t ré❣✉❧✐❡rs ❀ ❝❤♦s❡ ❝❧❛ss✐q✉❡
❞❛♥s ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣❤②s✐q✉❡ ❡♥t✐èr❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥
❞❡s é❧❡❝tr♦♥s ❛ été ❞✬❛❜♦r❞ ❢♦r♠✉❧é❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ rés❡❛✉ ❝r✐st❛❧❧✐♥ ♣❛r❢❛✐t
✭❞♦♥❝ ♣ér✐♦❞✐q✉❡✮ ♦ù ❧✬é❧❡❝tr♦♥ ❡st ❞é❝r✐t❡ ♣❛r ✉♥❡ ♦♥❞❡ ❞❡ ❇❧♦❝❤ ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t
❞é❧♦❝❛❧✐sé❡ q✉✐ s❡ ♣r♦♣❛❣❡ ❣râ❝❡ à ❧✬❡✛❡t t✉♥♥❡❧ à tr❛✈❡rs ❧❡s ♣✉✐ts ❞❡ ♣♦t❡♥✲
t✐❡❧ s✉❝❝❡ss✐❢s✳ ■❧ ❛ ❢❛❧❧✉ ❛tt❡♥❞r❡ ✶✾✺✽ ♣♦✉r q✉❡ P❤✐❧✐♣ ❆♥❞❡rs♦♥ ❬✶❪ ❛❜♦r❞❛
❛✈❡❝ s✉❝❝és ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬✉♥ rés❡❛✉ ❝r✐st❛❧❧✐♥ ❛✈❡❝ ❞és♦r❞r❡✳ ❉❛♥s s♦♥ ❛rt✐❝❧❡
❢♦♥❞❛t❡✉r✱ ✐❧ ❞é♠♦♥tr❛ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ tr❛♥s♣♦rt ❡t ✉♥❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❞❡
❧✬♦♥❞❡ q✉❛♥t✐q✉❡ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❡①♣❧✐q✉❡r ❝❡❧❛ ❛✈❡❝ ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s✱
♠❛✐s ❞✬❛❜♦r❞ ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ✉♥❡ q✉❛♥t✐té ❝❧é ❞❡ ❧❛ ♣❤②s✐q✉❡ ♦♥❞✉❧❛t♦✐r❡ ❞❛♥s ❧❡s
♠✐❧✐❡✉① ❞és♦r❞♦♥♥és✳
✸✳✷ ▲❡ ❧✐❜r❡ ♣❛r❝♦✉rs ♠♦②❡♥
▲❡ ❧✐❜r❡ ♣❛r❝♦✉rs ♠♦②❡♥ ℓs ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♣❛r❝♦✉r✉❡ ♣❛r
✉♥❡ ♦♥❞❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❞✐✛✉s✐♦♥s s✉❝❝❡ss✐✈❡s✳ ▲❡s ❞✐✛✉s✐♦♥s s♦♥t é❧❛st✐q✉❡s ❡t✱
♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♥✐ tr❛♥s❢❡rt ❞✬é♥❡r❣✐❡ ♥✐ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧✬♦♥❞❡
✈❡♥❛♥t❡ ❡t ❝❡❧❧❡ ❞✐✛✉sé❡✳ ▲❡ ❧✐❜r❡ ♣❛r❝♦✉rs ♠♦②❡♥ ❡st ❞♦♥♥é ✭♣♦✉r ❞❡s ♦♥❞❡s
s❡ ♣r♦♣❛❣❡❛♥t à r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❤❛✉t❡ ✈✐t❡ss❡✮ ♣❛r ✿
ℓs =
1
nsσs
. ✭✸✳✶✮
ns ❡st ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡s ❞✐✛✉s❡✉rs ❡t σs ❡st ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ❡✣❝❛❝❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥
❛✈❡❝ ✉♥ ❞✐✛✉s❡✉r✳ ❆✈❡❝ ❝❡tt❡ q✉❛♥t✐té ❡♥ ♠❛✐♥s✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞✐st✐♥❣✉❡r ❧❡s
❞✐✛ér❡♥ts ré❣✐♠❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦♥❞✉❧❛t♦✐r❡ ❞❛♥s ✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ❞és♦r❞♦♥♥é✳
✸✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ▲❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❆♥❞❡rs♦♥
✸✳✸ ▲❡s ❞✐✛ér❡♥ts ré❣✐♠❡s ❞❡ tr❛♥s♣♦rt ♦♥❞✉❧❛✲
t♦✐r
P♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ L ✭❧❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ♥❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ q✉✬❡♥ ✸❉✮✱
♥♦✉s ❛✈♦♥s✶ ✿
✶✳ L < ℓs ✿ ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❞❛♥s ✉♥ ré❣✐♠❡ ❜❛❧❧✐st✐q✉❡✳ ▲✬♦♥❞❡ ♥❡ r❡♥❝♦♥tr❡
❛✉❝✉♥ ❞és♦r❞r❡ s✉r s♦♥ ❝❤❡♠✐♥ ❡t ❞♦♥❝ ✐❧ ♥✬② ❛ ❛✉❝✉♥❡ ❞✐✛✉s✐♦♥✳
✷✳ L ≈ ℓs ✿ ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❞❛♥s ✉♥ ré❣✐♠❡ à ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❞✐✛✉s✐♦♥✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s
❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❞✐✛✉s✐♦♥✳ ❉é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r
❞✬♦♥❞❡ λ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ❞✐✛✉s❡✉r a✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s tr♦✐s ❞✐✛ér❡♥ts
t②♣❡s ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ à ✉♥ ❞✐✛✉s❡✉r✳
✭❛✮ λ >> a ✿ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤✳ ▲✬♦♥❞❡ ♥❡ rés♦✉t ♣❛s ✭♦✉ très ♣❡✉✮
❧❡ ❞✐✛✉s❡✉r ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❝♦❧❧✐s✐♦♥✳ P♦✉r ✉♥❡ ♦♥❞❡ s❝❛❧❛✐r❡✱ ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥
❡st ✐s♦tr♦♣❡ ✭✐✳❡✳ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❞❡ ❧✬♦♥❞❡ ❞✐✛✉sé❡ ❡st ❧❛
♠ê♠❡ s✉r ❧❡s 360◦✮✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s σs ∝ λ−4✳ ▲❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤
❡st r❡s♣♦♥s❛❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❜❧❡✉❡ ❞❡ ❧✬❛t♠♦s♣❤èr❡ ❬✻✵❪✳
✭❜✮ λ ≈ a ✿ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞❡ ▼✐❡✳ ❈✬❡st ✉♥❡ ❞✐✛✉ss✐♦♥ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ❀ ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥
❡st ♣❧✉s ❢♦rt❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❡♥ ❛✈❛♥t✳ ▲❛ s❡❝t✐♦♥ ❡✣❝❛❝❡ σs ❡st
rés♦♥❛♥t❡ ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s λ✳ ▲❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞❡ ▼✐❡ ❡st r❡s♣♦♥s❛❜❧❡ ❞❡
❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❜❧❛♥❝❤❡ ❞❡s ♥✉❛❣❡s✳
✭❝✮ λ ≪ a ✿ ❞✐✛✉s✐♦♥ s♣é❝✉❧❛✐r❡✳ ▲❛ ♠✐♥✐s❝✉❧❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡ ♥♦✉s
❝♦♥❞✉✐t ❞❛♥s ✉♥ ré❣✐♠❡ ❞✬♦♣t✐q✉❡ ♦ù ♦♥ ♥❡ ♣❛r❧❡ ♣❧✉s ❞✬♦♥❞❡s ♠❛✐s
♣❧✉tôt ❞❡ r❛②♦♥s q✉✐ ♦❜é✐ss❡♥t ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❙♥❡❧❧✳ σs ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❞❡✉①
❢♦✐s ❧❛ s✉♣❡r✜❝✐❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡ ❞✉ ❞✐✛✉s❡✉r ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ σs = 2πa
2
♣♦✉r ✉♥ ❞✐✛✉s❡✉r s♣❤ér✐q✉❡ ❞❡ r❛②♦♥ a✮✳
✸✳ L≫ ℓs ✿ ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❞❛♥s ✉♥ ré❣✐♠❡ à ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞✐✛✉s✐♦♥s✳ ❊♥ ♠♦②❡♥♥❡✱
❧✬♦♥❞❡ s❡ ❞✐✛✉s❡ ♠❛✐♥t❡s ❢♦✐s ❛✈❡❝ ❞✉ ❞és♦r❞r❡ ❧♦rs ❞❡ s♦♥ ♣❛r❝♦✉rs✳ ❊✈✐✲
❞❡♠♠❡♥t✱ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♥❞❡ ❡st ❛❧téré❡ ❢réq✉❡♠♠❡♥t✳
❉❛♥s ❧❡ ré❣✐♠❡ à ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞✐✛✉s✐♦♥s✱ ❝✬❡st ❧❡ r❛♣♣♦rt ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ❡♥tr❡ λ ❡t
ℓs q✉✐ ❞ét❡r♠✐♥❡ ❧❡ s❝é♥❛r✐♦ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ♥♦✉s s♦♠♠❡s✳
✭❛✮ λ ≪ ℓs ≪ L ✿ ré❣✐♠❡ ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♦✉ ❞❡ tr❛♥s♣♦rt ✐♥❝♦❤ér❡♥t✳ ▲❡s
❞✐✛✉s❡✉rs s♦♥t très ❡s♣❛❝és ❡t ❧❡s ♦♥❞❡s ❞✐✛✉sé❡s ♥✬✐♥t❡r❢èr❡♥t ♣❛s
❡♥tr❡ ❡❧❧❡s✳ ▲❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♥❞❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠✐❧✐❡✉ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à
✉♥❡ ♠❛r❝❤❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡ ♣❛s ℓs ❝♦♠♠❡ ✐❧❧✉stré❡ s✉r ❧❛ ❋✐❣✳✸✳✶✳ ❉❛♥s
❧❡ ❝❛s ❞✬é❧❡❝tr♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥❞✉❝t❡✉r ♠ét❛❧❧✐q✉❡✱ ❝❡❝✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉
ré❣✐♠❡ ❞❡ ❉r✉❞❡✲❇♦❧t③♠❛♥♥✳ ▲✬✐♥t❡♥s✐té ❞❡ ❧✬♦♥❞❡ ♦❜é✐t à ❧✬éq✉❛t✐♦♥
✶▲❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ s✉✐t ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ◆✳ ❈❤❡rr♦r❡t ❬✻✵❪✳
✸✳✸✳ ▲❡s ❞✐✛ér❡♥ts ré❣✐♠❡s ❞❡ tr❛♥s♣♦rt ♦♥❞✉❧❛t♦✐r ✸✼
❋✐❣✳ ✸✳✶✿ ❙❝❤é♠❛ ❞✬✉♥❡ ♠❛r❝❤❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ s♦✐t ❞✬✉♥❡ ♦♥❞❡ s♦✐t ❞✬✉♥❡ ♣❛r✲
t✐❝✉❧❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♣♦✐♥ts r ❡t r′✳ ▲❡s ❣r♦s ♣♦✐♥ts r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ❞✐✛✉✲
s✐♦♥s✴❝♦❧❧✐s✐♦♥s✳ ❉✐✛ér❡♥ts tr❛❥❡ts s♦♥t ♣♦ss✐❜❧❡s ❝♦♠♠❡ ✐❧❧✉stré ♣❛r ❧❛
❧✐❣♥❡ ❡♥ ♣♦✐♥t✐❧❧és✳
❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥✳ ▲❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛✉ ❝❛rré ♠♦②❡♥ s❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥
< r2 >∝ t ✭✸✳✷✮
❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ < r2 >∝ t2 ♣♦✉r ❧❡ ré❣✐♠❡ ❜❛❧❧✐st✐q✉❡ ❀ ❞♦♥❝ ♦♥ ❝♦♥st❛t❡
❧❡ r❛❧❡♥t✐ss❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬♦♥❞❡ ❡♥tr❛î♥é ♣❛r ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡s ❞✐✛✉s❡✉rs✳
▲❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r
D =
1
2d
lim
t→∞
< r2 >
t
= ❝♦♥st ✭✸✳✸✮
♦ù d ❡st ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡✳ ▲❡ ré❣✐♠❡ ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s♣♦rt
✐♥❝♦❤ér❡♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❢❛✐❜❧❡ ❞és♦r❞r❡✳
✭❜✮ ▼❛✐♥t❡♥❛♥t s✐ ♦♥ ♣r❡♥❞ ❧❡s ❡✛❡ts ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ à ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡
❧✬♦♥❞❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ à ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥✱ ❛♣♣❡❧é❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛✲
t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡✳ ▲❡s ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ♦♥❞❡s ♠✉❧t✐♣❧✐♠❡♥t ❞✐✛✉sé❡s
❛ ♣♦✉r ❡✛❡t ❞❡ r❛❧❡♥t✐r ❡♥❝♦r❡ ♣❧✉s ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♥❞❡ ✈❡rs
❧✬❛✈❛♥t✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ré❣✐♠❡
❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ Dlf ❡st ré❞✉✐t❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡
❞✐✛✉s✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡ D ✿
Dlf = D − δD ✭✸✳✹✮
♦ù δD ❡st ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❞û ❛✉① ❡✛❡ts ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s
② r❡✈❡♥✐r ❛✈❡❝ ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s✳
✭❝✮ λ ≈ ℓs ≪ L ✿ ré❣✐♠❡ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢♦rt❡ ❞✐t❡ ❞✬❆♥❞❡rs♦♥✳ ▲❡s ❡✛❡ts
✐♥t❡r❢ér❡♥t✐❡❧s s♦♥t t❡❧❧❡♠❡♥t ✐♠♣♦rt❛♥ts q✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❧✉s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛✲
t✐♦♥ ♦♥❞✉❧❛t♦✐r❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠✐❧✐❡✉ ♠❛✐s ❧✬♦♥❞❡ ❡st ❡♥ ❢❛✐t ❧♦❝❛❧✐sé ❞❛♥s
✸✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ▲❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❆♥❞❡rs♦♥
❧✬❡s♣❛❝❡✳ ❖♥ s♦✉❧✐❣♥❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ λ ≈ ℓs ≪ L ♥❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡
q✉✬❛✉ ❝❛s ✸❉ ♦ù ✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ✈ér✐t❛❜❧❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❛♣♣❡❧é❡ ❧❡
♠♦❜✐❧✐t② ❡❞❣❡ ❡t ❞♦♥♥é❡ ♣❛r kℓs ≈ 1✳ ▲❡s ❝❛s ✶ ❡t ✷❉ s♦♥t ❞✐s❝✉tés
♣❧✉s ❧♦✐♥✳ ❆♥❞❡rs♦♥ ❬✶❪ ❞é♠♦♥tr❛ q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ ❞és♦r❞r❡ s✉✣s❛♠✲
♠❡♥t ❢♦rt✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ ❞❡ ❧✬é❧❡❝tr♦♥ ❛ ✉♥❡ ❡♥✈❡❧♦♣♣❡ s♣❛t✐❛❧❡
❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ ✿
|ψ(r)| ∼ exp
(
−|r− r0|L❧♦❝
)
✭✸✳✺✮
♦ù L❧♦❝ ❡st ❝❡ q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❧❛ ❧♦❝❛✲
❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❆♥❞❡rs♦♥✱ ❧❡ ❝♦é✣❝✐❡♥t ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞❡✈✐❡♥t ❧♦❣✐q✉❡♠❡♥t
♥✉❧✳
❏❡ ✈❡✉① ré❝❛♣✐t✉❧❡r ❧❡s é❝❤❡❧❧❡s ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ré❣✐♠❡s ♠❛✐s ❝❡tt❡
❢♦✐s ❡♥ ✐♥❝❧✉❛♥t ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ L❧♦❝ ✭ét❛♥t ❞é✜♥✐ ❡♥ t❤é♦r✐❡ ♣♦✉r
✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✐♥✜♥✐❡✮ ✿
✕ L≪ ℓs,L❧♦❝ ✿ ré❣✐♠❡ ❜❛❧❧✐st✐q✉❡
✕ λ≪ ℓs ≪ L < L❧♦❝ ✿ ré❣✐♠❡ ❞✐✛✉s✐❢ ❡t ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡
✕ λ ∝ ℓs < L❧♦❝ ≪ L ✿ ré❣✐♠❡ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❆♥❞❡rs♦♥ ✭❡♥ ✸❉✮
❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡ ❞é❝♦❤ér❡♥❝❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ✭❡✳❣✳ ❞✐✛✉s✐♦♥s ✐♥é❧❛s✲
t✐q✉❡s✮ ♥❡ ❞♦✐✈❡♥t ♣❛s ✐♥t❡r✈❡♥✐r à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞❡s ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r
♦❜s❡r✈❡r ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥✳ ❙✉❝❝✐♥❝t❡♠❡♥t✱ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞♦✐t
êtr❡ Lφ ≫ L❧♦❝✳
✸✳✹ ▲❡ ❧✐❜r❡ ♣❛r❝♦✉rs ♠♦②❡♥ ❞❡ tr❛♥s♣♦rt
❆✈❛♥t ❞✬❛❜♦r❞❡r ❡♥ ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s ❧❡s ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥s ❢❛✐❜❧❡s ❡t ❢♦rt❡s✱ ✐❧ ❡st ✐♥✲
tér❡ss❛♥t ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥❡ ❛✉tr❡ é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❛♥s ❧❛ ♣❤②s✐q✉❡ ❞❡ ❧❛
❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ✿ ❧❡ ❧✐❜r❡ ♣❛r❝♦✉rs ♠♦②❡♥ ❞❡ tr❛♥s♣♦rt ✭❜♦❧t③♠❛♥♥✐❡♥✮ ℓB✳ ■❧ s✬❛❣✐t
❞❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ♣❛r❝♦✉r✉❡ ♣❛r ❧✬♦♥❞❡ ❛♣rès ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐♥t✐❛❧❡
❞❡ ❧✬♦♥❞❡ ❡st t♦t❛❧❡♠❡♥t ♣❡r❞✉❡✳ ❊❧❧❡ ❡st ✈ér✐t❛❜❧❡♠❡♥t ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ ré❣✐♠❡ à
♠✉❧t✐♣❧❡ ❞✐✛✉s✐♦♥s ❀ ❡❧❧❡ ❞é✜♥✐t ❧✬é❝❤❡❧❧❡ à ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡ tr❛♥s♣♦rt ❜❛❧❧✐st✐q✉❡ s❡
♠ét❛♠♦r♣❤♦s❡ ❡♥ tr❛♥s♣♦rt ❞✐✛✉s✐❢✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ ℓB > ℓs ✭❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡ ♣❧✉✲
s✐❡✉rs ❝♦❧❧✐s✐♦♥s s♦♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❛✜♥ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡r ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♥❞❡✮✳ ▲❛
❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ré❣✐♠❡ ❞✐✛✉s✐❢ ❝❧❛ss✐q✉❡ ✭❛♣♣❡❧é❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡
❞✐✛✉s✐♦♥ ❞❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥✮ ❡st ❛✐♥s✐ ✿
D =
vℓB
d
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♦ù d ❡st ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❡t v ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳
✸✳✺✳ ▲❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ✸✾
■❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ s❛✈♦✐r q✉✬❡♥ ✶❉ L❧♦❝ = 2ℓB ❬✻✶❪ ❡t q✉❡ ❧❡ ré❣✐♠❡ ❞✐✛✉s✐❢
ℓB < L < L❧♦❝ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❡①✐st❡r✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❆♥❞❡rs♦♥ ❡♥ ✶❉✱
❞és q✉✬♦♥ r❡♥✈❡rs❡ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✱ ❡st ♣r❛t✐q✉❡♠❡♥t ✉♥ ❡✛❡t à ✉♥❡
❞✐✛✉s✐♦♥✳
✸✳✺ ▲❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡
◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❡st ✉♥ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐❢ ❛✉ ré✲
❣✐♠❡ ❞✐✛✉s✐❢ ❝❧❛ss✐q✉❡ ✭❞✐t❡ ❞❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ♦✉ ❞❡ ❉r✉❞❡✮✳ ❊❧❧❡ ♣r❡♥❞ ♣❧❛❝❡ ❞❛♥s
✉♥ ré❣✐♠❡ ❞❡ ❢❛✐❜❧❡ ❞és♦r❞r❡ ♦ù ❧❡ ❧✐❜r❡ ♣❛r❝♦✉rs ♠♦②❡♥ ℓs ≫ λ ✭✐✳❡✳ kℓs ≫ 1
♦ù k = 2π/λ✮✳ ◆♦tr❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❞é♣❛rt ❞❡ ♥♦tr❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❡st ❛✐♥s✐ ❧❛ ♠❛r❝❤❡
❛❧é❛t♦✐r❡ ❡✛❡❝t✉é❡ ♣❛r ✉♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♣♦✐♥ts r ❡t r′✱ ✐❧❧✉stré❡
s✉r ❧❛ ❋✐❣✳✸✳✶✳
❙✐ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ♦♥ tr❛✐t❡ ❧❛ ♣❛rt✐❝✉❧❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❛♥t✐q✉❡✱ s♦♥ ✈♦②❛❣❡ ❞❡ r
à r′ ♣❡✉t êtr❡ ❛ss♦❝✐é à ❞✐✈❡rs❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ✭♦✉ ❝❤❡♠✐♥s✮✱ ❝❤❛❝✉♥❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡
❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té Ai✳ ❙❡❧♦♥ ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ❋❡②♥♠❛♥✱ ❧❛
♣r♦❜❛❜✐❧✐té t♦t❛❧❡ ❞❡ tr❛♥s♣♦rt ❞❡ r à r′ ❡st ✿
P (r, r′) =
∣∣∣∣∑
i
Ai
∣∣∣∣2 = ∑
i
|Ai|2︸ ︷︷ ︸
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡
+
∑
i6=j
A∗iAj︸ ︷︷ ︸
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ q✉❛♥t✐q✉❡
. ✭✸✳✼✮
▲❡ ♣r❡♠✐❡r t❡r♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞✉ tr❛♥s♣♦rt ❛❧♦rs q✉❡
❧❡ s❡❝♦♥❞ ❞é❝r✐t ❧✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝❤❡♠✐♥s ✭❡t ✐❧ ❡st ❞♦♥❝ q✉❛♥✲
t✐q✉❡ ❝❛r ✐❧ ré❢èr❡ ❛✉ ❝❛r❛❝tèr❡ ♦♥❞✉❧❛t♦✐r❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❝✉❧❡✮✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱
❧❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ♥✬❡st ♣❛s ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❛♥s ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✉ tr❛♥s✲
♣♦rt ❞❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥✳ ❈❤❛q✉❡ ❝❤❡♠✐♥ ❛ s❛ ♣r♦♣r❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❡t ❞♦♥❝ ❝❤❛q✉❡ Ai
❛ s❛ ♣r♦♣r❡ ♣❤❛s❡ ❝♦♠♣❧❡①❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧ r 6= r′ ✭♣❧✉s ♣ré❝✐s❡♠♠❡♥t✱
|r−r′| & ℓs✮✱ ❧❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠❡ ❞✐s♣♦s❡ ❞✬✉♥❡ ♣❤❛s❡ ❞✐✛ér❡♥t❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦♥✜✲
❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡ ❞és♦r❞r❡✳ ▲♦rsq✉✬♦♥ ♠♦②❡♥♥❡ s✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✱ ❧❡
s❡❝♦♥❞ t❡r♠❡ s✬❛♥♥✉❧❧❡✳
▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♦ù ❧❛ ♣❛rt✐❝✉❧❡ r❡✈✐❡♥t s✉r s♦♥
♣♦✐♥t ❞❡ ❞é♣❛rt✱ ✐✳❡✳ r = r′ ✭❡♥ ❛ss✉♠❛♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ s②♠♠étr✐❡ ❞❡ r❡♥✈❡r✲
s❡♠❡♥t ❞✉ t❡♠♣s✮✳ ■❧ ❡st t♦✉t à ❢❛✐t ♣♦ss✐❜❧❡ q✉❡ ❧❡ ♠ê♠❡ ❝❤❡♠✐♥ s♦✐t ♣❛r❝♦✉r✉
❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① s❡♥s ♦♣♣♦sés ❝♦♠♠❡ ✐❧❧✉stré s✉r ❋✐❣✳✸✳✷✳ ❉û à ❧❛ s②♠♠étr✐❡ ♣❛r
r❡♥✈❡rs❡♠❡♥t ❞✉ t❡♠♣s✱ ❧❡s ❛♠♣❧✐t✉❞❡s A1 ❡t A2 ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ♣❛r❝♦✉r✉ ❞❛♥s ❧❡s
❞❡✉① s❡♥s ♦♣♣♦sés ♣♦ssè❞❡♥t ❞❡s ♣❤❛s❡s ❝♦❤ér❡♥t❡s✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♦♥ ❛ ✉♥❡
✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❝♦♥str✉❝t✐✈❡✳ ▲❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉❛♥t✐q✉❡ q✉❡ ❧❛ ♣❛rt✐❝✉❧❡ r❡t♦✉r♥❡ à
✹✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ▲❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❆♥❞❡rs♦♥
❋✐❣✳ ✸✳✷✿ ❈❤❡♠✐♥s ❞❡ r❡t♦✉r à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❝♦♥tr✐❜✉❛♥t ✭❛✮ ❝❧❛ss✐q✉❡♠❡♥t ❡t ✭❜✮
q✉❛♥t✐q✉❡♠❡♥t à ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ tr❛♥s♣♦rt✳
s♦♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❞é♣❛rt ❡st ✭❛✈❡❝ A1 = A2 ≡ A✮
Pq✉❛♥t(r, r) = |A1|2 + |A2|2 + A1A∗2 + A2A∗1 = 2|A|2 + 2AA∗ = 4|A|2
= 2P❝❧❛ss(r, r).
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❈✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ q✉❛♥t✐q✉❡ ❧✐é❡ à ❧✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❝♦♥str✉❝t✐✈❡
❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ❝❤❡♠✐♥s ♣❛r❝♦✉r✉s ❡♥ s❡♥s ♦♣♣♦sés s✉r✈✐t ❛✉ ♠♦②❡♥♥❛❣❡ s✉r
❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❞és♦r❞♦♥♥é❡s ❡t ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ r❡t♦✉r
❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡ ❡st ❞❡✉① ❢♦✐s ♣❧✉s é❧❡✈é❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝❧❛ss✐q✉❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛
❞✐✛✉s✐♦♥ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❡st ♣❧✉s ❧❡♥t❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥✱ ❝❡ q✉✐
❡①♣❧✐q✉❡ ❊q✳✭✸✳✹✮✳
❉❡s s✐❣♥❡s ❞❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ♦♥t été ♦❜s❡r✈és ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❧❡♠❡♥t ❞❛♥s
❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ♠❛t✐èr❡s ❝♦♥❞❡♥sé❡s ❬✻✷✱ ✻✸✱ ✻✹❪ ❛✐♥s✐ q✉✬❛✈❡❝ ❧❡s ❛t♦♠❡s ❢r♦✐❞s
❡t ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ ❬✻✺❪✳
✸✳✺✳✶ ▲❛ rétr♦❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❤ér❡♥t❡
▲❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ❛✉ss✐ ♦❜s❡r✈é❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ✐♠♣✉❧s✐♦♥s
k✳ ❙❛♥s r❡♣r♦❞✉✐r❡ ❧❡s ❞ét❛✐❧s ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥✱ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉❛♥t✐q✉❡ q✉✬✉♥❡
♣❛rt✐❝✉❧❡ ❛✈❡❝ ✐♠♣✉❧s✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ k r❡t♦✉r♥❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♠ê♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ k′ = −k
✭s❡♥s ♦♣♣♦sé✮ ❡st
Pq✉❛♥t(k,−k) =
∑
r,r′
∑
n
|An(r, r′)|2[1 + ei(k−k)·(r−r′)]
=
∑
r,r′
∑
n
|An(r, r′)|2 · 2
= 2P❝❧❛ss(k,−k).
✭✸✳✾✮
✸✳✻✳ ▲❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❆♥❞❡rs♦♥ ✹✶
❋✐❣✳ ✸✳✸✿ ✭❋✐❣✉r❡ r❡t✐ré❡ ♣♦✉r ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ♣✉❜❧✐é❡ ❡♥ ❧✐❣♥❡✮ ■♥t❡♥s✐té ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡
❞✐r✐❣é❡ s✉r ✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞✬✉♥ ❧✐q✉✐❞❡ ❝♦❧❧♦ï❞❛❧ ❡t ♣✉✐s rétr♦❞✐✛✉sé❡✱ ❝❡
q✉✐ ❡st ✉♥❡ é✈✐❞❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡✳ ❙♦✉r❝❡ ✿ ✈❛♥ ❆❧❜❛❞❛ ❡t ❛❧✳ ❬✻✽❪✳
❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ θ = 0✱ ❧✬✐♥t❡♥s✐té ré✢é❝❤✐❡ ♣❛r ❧❡ ♠✐❧✐❡✉
❞és♦r❞♦♥♥é ❡st ❞❡✉① ❢♦✐s ♣❧✉s é❧❡✈é q✉❡ ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❡♥✈♦②é❡ ✿ ❝✬❡st ❝❡ q✉✬♦♥ ❛♣✲
♣❡❧❧❡ ❧❛ rétr♦❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❤ér❡♥t❡ ✭✧❝♦❤❡r❡♥t ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣✧✮✳ ▲❛ rétr♦❞✐✛✉s✐♦♥
❝♦❤ér❡♥t❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ✷ ♦✉ ♠♦✐♥s ❛ été ♦❜s❡r✈é❡ ❛✈❡❝ ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡
✐❧❧✉♠✐♥é❡ s✉r ❞❡s ❧✐q✉✐❞❡s ❝♦❧❧♦ï❞❛✉① ❬✻✻✱ ✻✼✱ ✻✽❪✱ s✉r ❞❡s ♣♦✉❞r❡s ❞❡ ♠❛tér✐❛✉①
❞✬♦①✐❞❡ ❬✻✾❪ ❡t s✉r ❞❡s ❛t♦♠❡s ❢r♦✐❞s ❬✻✺❪✳ P❧✉s ré❝❡♠♠❡♥t✱ ❧❛ rétr♦❞✐✛✉s✐♦♥
❝♦❤ér❡♥t❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❇❊❈ s✉r ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ ❛ été ♦❜s❡r✈é❡ à ❧✬■♥st✐t✉t ❞✬❖♣t✐q✉❡
❞❡ P❛r✐s ❬✼✵❪ ❡t ✉♥ ❡✛❡t s✐♠✐❧❛✐r❡ ❛ été ♦❜s❡r✈é à ❧✬■◆▲◆ ❬✼✶❪✳
▲❡s rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ❞❡ ✈❛♥ ❆❧❜❛❞❛ ❡t ▲❛❣❡♥❞✐❥❦ ❬✻✽❪ ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ✉♥
❧❛s❡r ✐❧❧✉♠✐♥❛♥t ❞❡ ❧✬❡❛✉ ❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ ❢♦rt❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❞❡
♣♦❧②st②rè♥❡ s♦♥t ♠♦♥trés s✉r ❧❛ ❋✐❣✳✸✳✸✳
❆✈❛♥t ❞❡ ♣❛ss❡r à ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢♦rt❡✱ ❞✐t❡ ❞✬❆♥❞❡rs♦♥✱ ✐❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡
s♦✉❧✐❣♥❡r q✉❡ t♦✉s ❝❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ✈❛❧❛❜❧❡s ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡s ♦♥❞❡s
q✉❛♥t✐q✉❡s ♠❛✐s ♣♦✉r t♦✉t ❛✉tr❡ t②♣❡ ❞✬♦♥❞❡✳ ▲✬❛s♣❡t q✉❛♥t✐q✉❡ ❡st ♣❡rt✐♥❡♥t
q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❧♦rsq✉✬♦♥ ✈❡✉t ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡✉rs ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts
♦♥❞✉❧❛t♦✐r❡s✳
✸✳✻ ▲❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❆♥❞❡rs♦♥
▲♦rsq✉❡ ❧❡ ❞és♦r❞r❡ ❞❡✈✐❡♥t s✉✣s❛♠♠❡♥t ❢♦rt à t❡❧ ♣♦✐♥t q✉❡ ❧❡ ❧✐❜r❡ ♣❛r❝♦✉rs
♠♦②❡♥ ℓs ❞❡✈✐❡♥t ❞✉ ♠ê♠❡ ♦r❞r❡ q✉❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡ λ ✭✐✳❡✳ kℓs ≈ 1✮✱ ♥♦✉s
❡♥tr♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ré❣✐♠❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❆♥❞❡rs♦♥✳ ▲❡s ❡✛❡ts ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡
❝♦♥str✉❝t✐✈❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞✉ r❡t♦✉r à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t t❡❧❧❡♠❡♥t ♥♦♠✲
❜r❡✉s❡s ❡t ✐♠♣♦rt❛♥t❡s q✉❡ ❧✬♦♥❞❡ ♥❡ ♣❡✉t ♣❧✉s s❡ ❞é♣❧❛❝❡r ❡♥ ❛✈❛♥t✳ ■❧ ② ❛
✧❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥✧ ❝♦♠♠❡ ❧✬❛ ❛✐♥s✐ ❞é✜♥✐ P✳❲✳ ❆♥❞❡rs♦♥ ❬✶❪✳ ▲❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡
♠❛ss❡ ❞✉ ♣❛q✉❡t ❞✬♦♥❞❡ s❡ ❞é♣❧❛❝❡ ❝♦♠♠❡
< r2 >❞✐s< ❝♦♥st✳ ✭✸✳✶✵✮
♦ù <>❞✐s ❡st ❧❡ ♠♦②❡♥♥❛❣❡ s✉r ❧❡ ❞és♦r❞r❡ ❡t ❛✐♥s✐
D❧♦❝ ❆♥❞❡rs♦♥ =
1
2d
lim
t→∞
< r2 >❞✐s
t
= 0. ✭✸✳✶✶✮
✹✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ▲❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❆♥❞❡rs♦♥
❆♥❞❡rs♦♥ ✉t✐❧✐s❛ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ t✐❣❤t✲❜✐♥❞✐♥❣ ✭❧✐❛✐s♦♥ ❢♦rt❡s✮ ♦ù ❧✬é♥❡r❣✐❡ à ❝❤❛q✉❡
s✐t❡ ❡st ✈❛r✐é❡✳ ▲❡ ❞és♦r❞r❡ ❡st ♥♦♥✲❝♦rré❧é✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❡st ❛✉ss✐ ❛♣♣❡✲
❧é❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❆♥❞❡rs♦♥✳
✸✳✻✳✶ ▼♦❞è❧❡ ❞✬❆♥❞❡rs♦♥
❆♥❞❡rs♦♥ ❝♦♥s✐❞ér❛ ✉♥ é❧❡❝tr♦♥ ❞❛♥s ✉♥ rés❡❛✉ ❝r✐st❛❧❧✐♥ ✭✐✳❡✳ ♣ér✐♦❞✐q✉❡✮ ♦ù
❧✬é♥❡r❣✐❡ εi ❞❡ ❝❤❛q✉❡ s✐t❡ i ✈❛r✐❡ ❡♥tr❡ [−W/2,+W/2] ✭❛♣♣❡❧é ✉♥ ❞és♦r❞r❡ ❞✐❛✲
❣♦♥❛❧✮✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❞é❝r✐t✱ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ q✉❛♥t✐s❛t✐♦♥✱ ♣❛r ❧✬❤❛♠✐❧t♦♥✐❡♥
s✉✐✈❛♥t ✿
Hˆ =
∑
i
εi|i >< i|+
∑
i6=j
tij|j >< i| ✭✸✳✶✷✮
♦ù |i > ❡st ❧✬♦r❜✐t❡ ❝❡♥tré s✉r i ✱ εi ≡< i|Hˆ|i > ❡st ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞✉ s✐t❡ i ❡t
tij ≡< j|Hˆ|i > ❡st ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣❛r ❡✛❡t t✉♥♥❡❧ ❡♥tr❡ ❧❡s s✐t❡s i ❡t
j✳ ▲✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✧t✐❣❤t✲❜✐♥❞✐♥❣✧ ❝♦♥s✐st❡ à ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧✬❡✛❡t t✉♥♥❡❧
❡♥tr❡ ❧❡s ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s ✈♦✐s✐♥s i ❡t j✳ P❧✉s s✉❝❝✐♥❝t❡♠❡♥t✱
tij = tδ|i−j|,1. ✭✸✳✶✸✮
▲❡ ❞és♦r❞r❡ εi ∈ [−W/2,+W/2] ❡st ré❣✐ ♣❛r ✉♥❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ✉♥✐✲
❢♦r♠❡ ✿
P (εi) =
1
W
Θ
(
W
2
− |εi|
)
✭✸✳✶✹✮
♦ù Θ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❍❡❛✈✐s✐❞❡✳ ▲❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞✉ ❞és♦r❞r❡ ❡st
< εi >= 0. ✭✸✳✶✺✮
▲❡ ❞és♦r❞r❡ ❡st ♥♦♥✲❝♦rré❧é ✿
< εiεj >=
W 2
12
δij. ✭✸✳✶✻✮
▲❛ q✉❛♥t✐té q✉✐ ♣❛r❛♠étr✐s❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞✬❆♥❞❡rs♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡ ♠ét❛❧ ❡t ❧✬✐s♦❧❛♥t
❡st ❧❡ r❛♣♣♦rt W/t✳ ❆ W = 0 ♦♥ ❛ ✉♥ ❝r✐st❛❧ ♠ét❛❧❧✐q✉❡ ♣❛r❢❛✐t✳ ■❧ ❢❛✉t s♦✉✲
❧✐❣♥❡r q✉✬❆♥❞❡rs♦♥ ❝♦♥s✐❞ér❛ s♦♥ ♠♦❞è❧❡ ❡♥ tr♦✐s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❡t ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✐♥✜♥✐❡✳
◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥ ❛✉tr❡ ♠♦❞è❧❡ ♣♦✉r ét✉❞✐❡r ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❆♥✲
❞❡rs♦♥✳
✸✳✼✳ ❚❤é♦r✐❡ ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❆♥❞❡rs♦♥ ✹✸
❋✐❣✳ ✸✳✹✿ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ s❝❤é♠❛t✐q✉❡ ❞✉ ❞és♦r❞r❡ s❡❧♦♥ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❊❞✇❛r❞s✳
❚♦✉t❡s ❧❡s ✐♠♣✉r❡tés ♦♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ U0 ♠❛✐s ❝✬❡st ❧❡✉rs ♣♦s✐t✐♦♥♥❡✲
♠❡♥ts q✉✐ s♦♥t ❛❧é❛t♦✐r❡s✳
✸✳✻✳✷ ▼♦❞è❧❡ ❞✬❊❞✇❛r❞s
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♥t✐♥✉ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡✱ ❧❡ ❞és♦r❞r❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞é❝r✐t ♣❛r
❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❊❞✇❛r❞s ❬✼✷❪✳ ▲✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❞és♦r❞r❡ ❡st ✜①❡ ♠❛✐s
s♦♥ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❡st ❛❧é❛t♦✐r❡ ❝♦♠♠❡ ✐❧❧✉stré❡ s✉r ❧❛ ❋✐❣✳✸✳✹✳ ▲❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧
❡st ✿
V❊❞✇❛r❞s(r) =
N❞✐s∑
j=1
U(r− rj) ✭✸✳✶✼✮
♦ù U ❡st ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞û à ✉♥❡ s❡✉❧ ✐♠♣✉r✐té ❛✈❡❝ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ U0 ❡t ✐❧ ② ❛ N❞✐s ✐♠✲
♣✉r❡tés ❡♥ t♦t❛❧✳ ❈❡ q✉✐ q✉❛♥t✐✜❡ ❧❡ ❞és♦r❞r❡ ❞❛♥s ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡s
♣✐❝s ❞❡ ❞és♦r❞r❡ n❞✐s = N❞✐s/V ✳ ▲❡ ❝❛s U(r) = U0δ(r) ✭q✉✐ ❡st ❛♣♣❡❧é ❞és♦r❞r❡
❜r✉✐t ❜❧❛♥❝✮ ❡st s♦✉✈❡♥t ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s
❛♥❛❧②t✐q✉❡s s♦♥t ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t tr♦✉✈é❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❧✐♠✐t❡✳
❉❛♥s ♥♦tr❡ ét✉❞❡ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❞❡s ♣✐❝s ❣❛✉ss✐❡♥s ❡♥ ✶❉✱
V❞✐s(r) =
∑N❞✐s
j=1 U0e
−(r−rj)
2/w2 ✳
✸✳✼ ❚❤é♦r✐❡ ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❆♥❞❡r✲
s♦♥
❯♥❡ ❣r❛♥❞❡ ❛✈❛♥❝é❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ t❤é♦r✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❆♥✲
❞❡rs♦♥ ❛ été ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ❢♦r♠✉❧é❡ ❡♥ ✶✾✼✾ ❬✼✸❪ ♣❛r ❆❜r❛❤❛♠s✱ ❆♥❞❡rs♦♥✱
▲✐❝❝✐❛r❞❡❧❧♦ ❡t ❘❛♠❛❦r✐s❤♥❛♥✱ ♣❧✉s ❝♦♥♥✉ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ✧❣❛♥❣ ❞❡s q✉❛tr❡✧✳
❊❧❧❡ ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡ rô❧❡ ❞❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❛❧✐tés ❞❛♥s ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥
❞✬❆♥❞❡rs♦♥ ❡t ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡ ♠ét❛❧✲✐s♦❧❛♥t ❡♥ ✸❉✳ ▲❛
t❤é♦r✐❡ ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ❡st ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ♣❤é♥♦♠é♥♦❧♦❣✐q✉❡ ✭✐✳❡✳ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❡t ♥♦♥
✹✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ▲❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❆♥❞❡rs♦♥
♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡✮ ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❡♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥✷✳
▲✬✐❞é❡ ❝❡♥tr❛❧❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ❡st q✉❡ ❧❡ tr❛♥s♣♦rt q✉❛♥t✐q✉❡ ❞❛♥s ✉♥
s②stè♠❡ ❞és♦r❞♦♥♥é ♣❡✉t êtr❡ ❞é❝r✐t ♣❛r ✉♥ s❡✉❧ ❡t ✉♥✐q✉❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ✿ ❧❛
❝♦♥❞✉❝t❛♥❝❡ ❛❞✐♠❡♥s✐♦♥♥é❡ G ✭♦♥ s❡ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✉❝t❛♥❝❡ ❡st ❧✬✐♥✈❡rs❡
❞❡ ❧❛ rés✐st❛♥❝❡✮✳ ▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ♦♣èr❡ s❡❧♦♥ ❧✬✐❞é❡ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❡♥♦r♠❛❧✐✲
s❛t✐♦♥ ❞✬♦❜s❡r✈❡r ❝♦♠♠❡♥t ❧❡ s②stè♠❡ ❝❤❛♥❣❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❧♦rsq✉✬✐❧ ✧❜♦✐t
tr♦♣ ❞❡ ❧❛✐t✧ ❡t s✉❜✐t ✉♥ ❛❣r❛♥❞✐ss❡♠❡♥t ❞❡ t❛✐❧❧❡ ♣❤②s✐q✉❡ Ld → (bL)d ✭♦ù d
❡st ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❛❧✐té✮✳ ▲✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬é❝❤❡❧❧❡ à ✉♥ s❡✉❧ ♣❛r❛♠ètr❡ ✈❡✉t q✉❡ ❧❛
❝♦♥❞✉❝t❛♥❝❡ ❞✉ ❣r❛♥❞ s②stè♠❡✱ G(bL)✱ ❞é♣❡♥❞ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✉❝t❛♥❝❡
❞✉ ♣❡t✐t s②stè♠❡✱ G(L)✱ ❡t ♥♦♥ ❞❡s ❞ét❛✐❧s ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡s ❞✉ s②stè♠❡✳ ❊♥
❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ s❛✐s✐r ❧❛ ♣❤②s✐q✉❡ à ❞❡s é❝❤❡❧❧❡s ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡s
❡t ❞❡ ♥❡ ♣❛s s❡ s♦✉❝✐❡r ❞❡s ❞ét❛✐❧s ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡s ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s ❞❛♥s
❧❡ ❞és♦r❞r❡✳ ❊❧❧❡ ♥❡ ♣r❡♥❞ ♣❛s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡♥tr❡ ♣❛r✲
t✐❝✉❧❡s✳ ❈✬❡st ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ s❡♠✐✲q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ❞❡s
♣ré❞✐❝t✐♦♥s ❡①❛❝t❡s ❛✉① ❞♦♥♥és ❞❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧✐st❡s✳
❙❛♥s r❡♥tr❡r ❞❛♥s ❧❡s ❞ét❛✐❧s ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s✱ ❧❡s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❞❡ ❝❡tt❡ t❤é♦r✐❡ ❞✬é❝❤❡❧❧❡
s♦♥t ✿
✕ ❊♥ ✶❉✱ ✐❧ ② ❛ t♦✉❥♦✉rs ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❆♥❞❡rs♦♥✳
✕ ❊♥ ✷❉✱ ✐❧ ② ❛ t♦✉❥♦✉rs ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❆♥❞❡rs♦♥ ♠❛✐s ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧♦❝❛✲
❧✐s❛t✐♦♥ ♣❡✉t ❞❡✈❡♥✐r ✐♥✜♥✐❡✳
✕ ❊♥ ✸❉✱ ✐❧ ② ❛ ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡ ♠ét❛❧✲✐s♦❧❛♥t à ❝❡ q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ✉♥
♣♦✐♥t ❝r✐t✐q✉❡✳
✸✳✽ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s
▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❡st ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ très ✉t✐❧❡ ♣♦✉r ét✉❞✐❡r
♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s s②stè♠❡s ✶❉ ✭♦✉ q✉❛s✐✲✶❉✮✳
◆♦✉s ❧✬✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❞❛♥s ♥♦tr❡ ét✉❞❡ ❞✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳
◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ ♦♥❞❡ ♣❧❛♥❡ ψ(z) = eikz ✭❛✈❡❝ é♥❡r❣✐❡ E = ~2k2/2m✮ s❡
♣r♦♣❛❣❡❛♥t ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞✬✐♠♣✉r❡tés ❝♦♠♠❡ ♠♦♥tré s✉r ❧❛ ❋✐❣✳✸✳✺✭❛✮✳
❈❤❛q✉❡ ✐♠♣✉r❡té ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ✉♥ ♣✐❝ ❞❡❧t❛ ❞❡ t❡❧❧❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ ❧✬♦♥❞❡
♥❡ ♣✉✐ss❡ ♣❛s ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ✐♥t❡r♥❡ ❞❡ ❧✬✐♠♣✉r❡té✳ ❖♥ s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❡
❞✬❛❜♦r❞ s✉r ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧✬✐♠♣✉r❡té à z = 0 ❝♦♠♠❡ ✐❧❧✉stré❡✸ s✉r ❧❛
✷❖✉t✐❧ ♣✉✐ss❛♥t ♦r✐❣✐♥❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥✈❡♥té ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ ♣❤②s✐q✉❡ ❤❛✉t❡ é♥❡r❣✐❡ ♣✉✐s ❛❞❛♣té
à ❧❛ ♣❤②s✐q✉❡ st❛t✐st✐q✉❡ ♣❛r ❑✳ ❲✐❧s♦♥ ❞❛♥s ❧❡s ❛♥♥é❡s ✶✾✻✵ ❛✜♥ ❞❡ tr❛✐t❡r ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s
❞❡ ♣❤❛s❡ ❡t ❝❡ q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❧❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❝r✐t✐q✉❡s✳
✸◆♦✉s s✉✐✈♦♥s ❝❡tt❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ à ✉♥❡ ✐♠♣✉r❡té ❞❡ ▼ü❧❧❡r ❡t ❉❡❧❛♥❞❡ ❬✻✶❪✳
✸✳✽✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ✹✺
❋✐❣✳ ✸✳✺✿ ✭❛✮ ❯♥❡ ♦♥❞❡ ♣❧❛♥❡ eikz ❡st ❞✐✛✉sé❡ à tr❛✈❡rs ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ✉♥✐✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✬✐♠♣✉r❡tés ♣♦s✐t✐♦♥♥é❡s ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t✳ ✭❜✮ ❉✐✛✉s✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛
♣r❡♠✐èr❡ ✐♠♣✉r❡té à z = 0✳ ▲✬♦♥❞❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞é❝♦♠♣♦sé❡ ❡♥ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡
❣❛✉❝❤❡ ψL(z) (z < 0) ❡t ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞r♦✐t❡ ψR(z) (z > 0)✳ ❖♥ ♣❡✉t réé❝r✐r❡
ψ♦✉tL = rψ
✐♥
L + t
′ψ✐♥R ❡t ψ
♦✉t
R = tψ
✐♥
L + r
′ψ✐♥R ✳ r ❡t t s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ❝♦❡✣✲
❝✐❡♥ts ❞❡ ré✢❡❝t✐♦♥ ❡t ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✈❡♥❛♥t ❞✉ ❝ôté ❣❛✉❝❤❡✱ r′ ❡t t′ s♦♥t ❝❡✉①
✈❡♥❛♥t ❞✉ ❝ôté ❞r♦✐t✳
❋✐❣✳✸✳✺✭❜✮✳
▲✬♦♥❞❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞é❝♦♠♣♦sé❡ ❡♥ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❣❛✉❝❤❡ ψL(z) (z < 0) ❡t ✉♥❡ ♣❛rt✐❡
❞r♦✐t❡ ψR(z) (z > 0) ✿
ψL(z) = ψ
✐♥
L e
ikz + ψ♦✉tL e
−ikz ✭✸✳✶✽✮
ψR(z) = ψ
✐♥
Re
−ikz + ψ♦✉tR e
ikz. ✭✸✳✶✾✮
▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ s♦rt✐❡ ✧♦✉t✧ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ réé❝r✐t❡s ❡♥ t❡r♠❡s
❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞✬❡♥tré❡ ✧✐♥✧ ❡t ❞❡s ❝♦é✣❝✐❡♥ts ❞❡ ré✢❡❝t✐♦♥ (r, r′) ❡t ❞❡ tr❛♥s✲
♠✐ss✐♦♥ (t, t′)✳ r ❡t t s♦♥t ❧❡s ❝♦é✣❝✐❡♥ts ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞✉ ❝ôté ❣❛✉❝❤❡ t❛♥❞✐s q✉❡
r′ ❡t t′ s♦♥t ❝❡✉① ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞✉ ❝ôté ❞r♦✐t✳ ❖♥ ❛ ✿
ψ♦✉tL = rψ
✐♥
L + t
′ψ✐♥R
ψ♦✉tR = tψ
✐♥
L + r
′ψ✐♥R .
♦✉
(
ψ♦✉tL
ψ♦✉tR
)
=
(
r t′
t r′
)
︸ ︷︷ ︸
:=S
(
ψ✐♥L
ψ✐♥R
)
✭✸✳✷✵✮
♦✉✱ ♣❧✉s s✉❝❝✐♥❝t❡♠❡♥t✱
ψout = Sψin ✭✸✳✷✶✮
♦ù S ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥✳ ▲❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❡t ❞❡ ré✢❡❝✲
t✐♦♥ ❞✉ ❝ôté ❣❛✉❝❤❡ ✭❞r♦✐t✮ s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t T = |t|2 ✭T ′ = |t′|2✮ ❡t R = |r|2
✭R′ = |r′|2✮✳ ❊♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦✉r❛♥t ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❡t ❞❛♥s ❧❡
❝❛s ❞✉ tr❛♥s♣♦rt à ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞✬✐♠♣✉r❡tés✱ ♦♥ ❛ R = R′ ❡t T = T ′✳
❏✉sq✉✬✐❝✐ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ S s❡♠❜❧❡ ❢❛✐s❛❜❧❡✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧❡s ❝❤♦s❡s
s❡ ❝♦♠♣❧✐q✉❡♥t ❧♦rsq✉✬♦♥ ✈❡✉t ❧❛ ❝❛❧❝✉❧❡r ♣♦✉r ❧❛ sér✐❡ ❞✬✐♠♣✉r❡tés✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
❝♦♠♠❡ ♦♥ ❞♦✐t ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❡s ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❡♥tr❛♥t❡s ✧✐♥✧ ❡t s♦rt❛♥t❡s ✧♦✉t✧ ❞❡s
✹✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ▲❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❆♥❞❡rs♦♥
❝ôtés ❣❛✉❝❤❡ ❡t ❞r♦✐t✱ ❝❡❧❛ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡ ❧❡s ❝❛❧❝✉❧❡r ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✐♠♣✉r❡té ❞✉
s②stè♠❡✳ ▲❛ ❜♦♥♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝✬❡st q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥❡tt❡♠❡♥t ♣❧✉s ♣❧❛✐✲
s❛♥t❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧✬♦♥❞❡ s♦rt❛♥t❡ ❞❡ t♦✉t❡ ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ❞és♦r❞r❡ ✿ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
❞❡ tr❛♥s❢❡rt T ✳ ▲✬✐❞é❡ ❡st ❞✬❛✉ ❧✐❡✉ ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ♠❛tr✐❝✐❡❧ ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡
✈❡❝t❡✉r s♦rt❛♥t ψout ❡t ❡♥tr❛♥t ψin✱ ♦♥ ❧❡ ❢❛✐t ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❣❛✉❝❤❡
ψL ❡t ❞r♦✐t ψR ✿(
ψ♦✉tR
ψ✐♥R
)
= T
(
ψ✐♥L
ψ♦✉tL
)
♦✉ ψR = T ψL ✭✸✳✷✷✮
❛✈❡❝ ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ✐❧❧✉strés ❞❛♥s ❧❛ ❋✐❣✳✸✳✺✭❜✮✳
❙❛♥s r❡♥tr❡r ❞❛♥s ❧❡s ❞ét❛✐❧s ❞✉ ❝❛❧❝✉❧✱ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✐♠♣✉r❡té à
z = 0✱ ♦♥ ❛ ✿ (
ψ♦✉tR
ψ✐♥R
)
=
(
1/t∗ −r∗/t∗
−r/t 1/t
)(
ψ✐♥L
ψ♦✉tL
)
. ✭✸✳✷✸✮
❆✐♥s✐✱ ❧✬✐❞é❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ T ❡st ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧✬♦♥❞❡ ❝♦♠♣❧èt❡ à ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❧✬✐♠♣✉r❡té
s✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬♦♥❞❡ ❝♦♠♣❧èt❡ à ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ ❧✬♦❜st❛❝❧❡✳ ❈❡❧❛
❞✐✛èr❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ S q✉✐ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❧❡s ♦♥❞❡s s♦rt❛♥t❡s ✧♦✉t✧ ❞❡s ❞❡✉① ❝ôtés
❞❡ ❧✬♦❜st❛❝❧❡ s✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡s ♦♥❞❡s ❡♥tr❛♥t❡s ✧✐♥✧ ❞❡s ❞❡✉① ❝ôtés ❞❡ ❧✬✐♠♣✉r❡té✳
❆✉ ✜♥❛❧✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ t♦t❛❧❡ T˜t♦t ♣♦✉r t♦✉t❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞✬✐♠♣✉r❡tés ❡st ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t
❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s T ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✐♠♣✉r❡té ✿
T˜t♦t = TN❞✐sTN❞✐s−1 · · · T2T1 =
N❞✐s∏
i=1
Ti. ✭✸✳✷✹✮
❊♥ r❛✐s♦♥ ❞❡s t❤é♦rè♠❡s ❞❡ ❋✉rst❡♥❜❡r❣ ❬✼✹❪ ❡t ❞✬❖s❡❧❡❞❡❝ ❬✼✺❪✱ ❧♦rsq✉❡ N❞✐s →
∞✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ T˜t♦t ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ✈❡rs (eγL, e−γL) ♦ù
γ ❡st ❝❡ q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❧✬❡①♣♦s❛♥t ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈✳ L ❡st ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ s②stè♠❡✳ ❈✬❡st
✉♥❡ q✉❛♥t✐té ❛✉t♦✲♠♦②❡♥♥❛♥t❡ q✉✐ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞✬✉♥❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡
❞✉ ❞és♦r❞r❡✳ ▲✬❡①♣♦s❛♥t ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❡st ❡♥ ❢❛✐t ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡
❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥✱
γ =
1
L❧♦❝ . ✭✸✳✷✺✮
▲♦rsq✉❡ γ → 0✱ ❧✬♦♥❞❡ ❞❡ ♠❛t✐èr❡ ❡st ét❡♥❞✉❡ ❡t ❧♦rsq✉❡ γ ❡st ✜♥✐❡✱ ❧✬♦♥❞❡
❡st s♣❛t✐❛❧❧❡♠❡♥t ❧♦❝❛❧✐sé❡ s✉r ✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ 2/γ ✭♦✉ 1/γ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝ôté ❞✉
❝❡♥tr❡ ❞✉ ♣❛q✉❡t ❞✬♦♥❞❡✮ ❬✼✻❪✳
✸✳✽✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ✹✼
❯♥❡ ❛✉tr❡ ❢❛ç♦♥ ❞✬é❝r✐r❡ ❧✬❡①♣♦s❛♥t ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❡st✹
γ(E) = lim
|z|→∞
1
2|z|
〈
ln
(
k2Eψ
2(z) + ψ′2(z)
k2Eψ
2(0) + ψ′2(0)
)〉
. ✭✸✳✷✻✮
♦ù kE ≡ k =
√
2mE/~2✳ ❯♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❝❡❧❛ ❡st q✉❡ γ(E) ♠❡✲
s✉r❡ ❧❡ t❛✉① ❞❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❞✬♦r❜✐t❡s ✐♥✐t✐❛❧❧❡♠❡♥t ♣r♦❝❤❡s ❞❛♥s
❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣❤❛s❡s (ψE, ∂zψE/k)✳ ▲❡s ét❛ts ét❡♥❞✉s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❞❡s ♦r✲
❜✐t❡s ❜♦r♥é❡s ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡s ét❛ts ❧♦❝❛❧✐sés s♦♥t r❡♣rés❡♥tés ♣❛r ❞❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s
❞✐✈❡r❣❡♥t❡s✳
▲♦rs ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻✱ ♥♦✉s ❡♠♣❧♦✐❡r♦♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡
tr❛♥s❢❡rt ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧✬❡①♣♦s❛♥t ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈✳ ◆♦tr❡ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❡st ❢♦r✲
♠✉❧é❡ ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❝♦♥t✐♥✉ ❛✈❡❝ ✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❝♦♥t✐♥✉ ❞❡ t②♣❡ s♣❡✲
❝❦❧❡✱ V❞✐s(z)✱ ❛✐♥s✐ ♦♥ ❞✐s❝rét✐s❡r❛ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❬✼✽❪✳ ❯♥❡ ❞✐s❝rét✐✲
③❛t✐♦♥ s✐♠♣❧❡ ❞♦♥♥❡ ✿
− ~
2
2m
ψi+1 + ψi−1 − 2ψi
∆z2
+ Viψi = Eψi. ✭✸✳✷✼✮
♦ù ∆z2 ❡st ❧❡ ♣❛s ❞✬❡s♣❛❝❡ ❛✉ ❝❛rré✳ ▼❛✐s ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ✉♥❡ ❞✐s❝rét✐③❛t✐♦♥
♣❧✉s é❧❛❜♦ré❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ◆✉♠❡r♦✈ ❬✼✾✱ ✽✵❪ ✿
qi+1ψi+1 + qi−1ψi−1 − (12− 10qi)ψi = 0 ✭✸✳✷✽✮
♦ù
qi = 1 +
2m
~2
(E − Vi)∆z
2
12
. ✭✸✳✷✾✮
❊♥ ❢♦r♠❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡✱ ♦♥ é❝r✐t ✿(
ψi+1
ψi
)
=
(
(12−10qi)
qi+1
− qi−1
qi+1
1 0
)(
ψi
ψi−1
)
. ✭✸✳✸✵✮
❉♦♥❝✱ ❧✬✐❞é❡ s❡r❛ ❞✬é♠❡ttr❡ ✉♥❡ ♦♥❞❡ ♣❧❛♥❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ (ψ1, ψ0)
T ❡t ♣✉✐s ❞❡ rés♦✉❞r❡
ré❝✉rs✐✈❡♠❡♥t ❧✬❊q✳✭✸✳✸✵✮ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❛✉ ✜♥❛❧ ❧✬♦♥❞❡ s♦rt❛♥t❡ (ψN˜+1, ψN˜)
T ✭♦ù
N˜ ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛s ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡✮✳ ❆ ❧❛ ✜♥✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❞✐s✲
❝rét✐sé❡ ❞❡ ❧✬❊q✳✭✸✳✷✻✮ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧✬❡①♣♦s❛♥t ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ k✳
■❧ ❢❛✉t ♥♦t❡r q✉❡ ❜✐❡♥ q✉❡ ψ ♥❡ s♦✐t ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✉♥ ét❛t ♣r♦♣r❡ ❞✉
s②stè♠❡✱ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ✐♥✐t✐❛❧ (ψ1, ψ0)
T ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ✉♥ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡
❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❡t ❝❡❧❛ ❡st s✉✣s❛♥t ♣♦✉r
✹❈❡tt❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ✉♥❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ❝❧❛ss❡ ❛♣♣❡❧é❡ ❧❡s ❡①♣♦s❛♥ts ❣é♥ér❛❧✐sés ❞❡
▲②❛♣✉♥♦✈ ❬✼✼❪✱ Γq = limz→∞
1
2qz ln < (ψ
2 + ψ′2)q/2 >✳
✹✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ▲❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❆♥❞❡rs♦♥
❋✐❣✳ ✸✳✻✿ ✭❋✐❣✉r❡ r❡t✐ré❡ ♣♦✉r ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ♣✉❜❧✐é❡ ❡♥ ❧✐❣♥❡✮ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦✲
❜❛❜✐❧✐té F ❞❡ − lnT ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡ ❧✐❜r❡ ❡♥ ✶❉✳ ▲❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s
❝♦✉r❜❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ❞✐✛ér❡♥ts ❝❛s ❞❡ t = L/L❧♦❝✳ ❖♥ ✈♦✐t q✉❡ ♣♦✉r ❧❡
❝❛s t♦t❛❧❡♠❡♥t ❞é❧♦❝❛❧✐sé t = 0.5✱ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡st ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞é✲
❝r♦✐ss❛♥t❡✳ P✉✐s q✉❛♥❞ ♦♥ r❡♥tr❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣❤❛s❡ ❧♦❝❛❧✐sé❡ ❛✈❡❝ L > L❧♦❝✱ ❧❛
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♣r❡♥❞ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❛s②♠♠étr✐q✉❡✳ ❊♥✜♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s très ❜✐❡♥ ❧♦❝❛❧✐sé
t = 10✱ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡✈✐❡♥t s②♠♠étr✐q✉❡ ♥♦r♠❛❧❡✱ q✉✐ ❡st ❛✉ss✐ ❝♦♥♥✉❡ s♦✉s
❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❧♦❣✲♥♦r♠❛❧❡✳ ❙♦✉r❝❡ ✿ ▼ü❧❧❡r ❡t ❉❡❧❛♥❞❡ ❬✻✶❪✳
❞ét❡r♠✐♥❡r ❧✬❡①♣♦s❛♥t ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈✳
▲✬❡①♣♦s❛♥t ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❛✉ss✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❧♦❣❛r✐t❤♠❡ ♠♦②❡♥ ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✱
γ = − lim
L→∞
1
2L 〈lnT (L)〉 ✭✸✳✸✶✮
♦ù L ❡st ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ s②stè♠❡ ✉♥✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❧❛ tr❛♥s♠✐s✲
s✐♦♥ ✭❡t é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦♥❞✉❝t❛♥❝❡✮ ❞é♣❡♥❞ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s
❞❡ tr❛♥s❢❡rt ❡t ♥♦♥ ❞❡ ❧❡✉r s♦♠♠❡✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❝❡♥tr❛❧ ❧✐♠✐t❡ ♥❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡
♣❛s à ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ T ♠❛✐s ♣❧✉tôt à s♦♥ ❧♦❣❛r✐t❤♠❡✱ lnT ✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r
t②♣✐q✉❡ ✭❝✬❡st à ❞✐r❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❧❛ ♣❧✉s ♣r♦❜❛❜❧❡✮ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❡st e<lnT>✳
❖♥ ❞✐t q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✉❝t❛♥❝❡ ❡t ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞❡s q✉❛♥t✐tés ❛✉t♦✲
♠♦②❡♥♥❛♥t❡s ✭✐✳❡✳ Gt②♣ 6=< G >✮✳
▲❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡ lnT ❡st très ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ❝❛r ❡❧❧❡ ré✈è❧❡ ❧❡ ré✲
❣✐♠❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ♦♥ s❡ tr♦✉✈❡✳ P♦✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ré❣✐♠❡s✱ ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s
s♦♥t ♠♦♥tré❡s s✉r ❧❛ ❋✐❣✳✸✳✻✳ ▲♦rsq✉❡ L < L❧♦❝✱ ♦♥ ❡st ❞❛♥s ❧❡ ré❣✐♠❡ ét❡♥❞✉✱
❡t ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ lnT ❛ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ ✭♣♦✐ss♦✲
♥✐❡♥♥❡✮✳ ▲♦rsq✉❡ L > L❧♦❝✱ ♦♥ r❡♥tr❡ ❞❛♥s ❧❡ ré❣✐♠❡ ❧♦❝❛❧✐sé ❡t ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
♣r❡♥❞ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❛s②♠♠étr✐q✉❡✳ ❊♥✜♥✱ q✉❛♥❞ L ≫ L❧♦❝✱ ❝✬❡st très ❜✐❡♥ ❧♦❝❛❧✐sé
❡t ❛❧♦rs ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡✈✐❡♥t s②♠♠étr✐q✉❡ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡✳
P♦✉r rés✉♠❡r ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❡st ✉♥❡ t❡❝❤✲
♥✐q✉❡ ♥♦♥✲♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡ ✭❡❧❧❡ ♣❡✉t ❞é❝r✐r❡ à ❧❛ ❢♦✐s ❧❡s ré❣✐♠❡s ❧♦❝❛❧✐sés ❡t ét❡♥✲
❞✉s ❞✬✉♥ s②stè♠❡✮✱ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❢❛❝✐❧❡ à ❡①é❝✉t❡r ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ♠❛✐s q✉✐
s✬❛♣♣❧✐q✉❡ q✉✬❛✉① s②stè♠❡s ✉♥✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s ✭♦✉ q✉❛s✐✲✶❉✮✳
✸✳✾✳ ❆ ❧❛ ♣♦✉rs✉✐t❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❆♥❞❡rs♦♥ ✹✾
✸✳✾ ❆ ❧❛ ♣♦✉rs✉✐t❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛✲
t✐♦♥ ❞✬❆♥❞❡rs♦♥
▲❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❆♥❞❡rs♦♥ ❢✉t ♦r✐❣✐♥❡❧❧❡♠❡♥t ♣❡♥sé❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ tr❛♥s✲
♣♦rt é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧ ❛✈❡❝ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st q✉❡ ❧❡s ✐♥✲
t❡r❛❝t✐♦♥s ❝♦✉❧♦♠❜✐❡♥♥❡s ❡♥tr❡ é❧❡❝tr♦♥s s♦♥t très ❢♦rt❡s ❡t ❞♦♥❝ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t
♣❛s êtr❡ ♥é❣❧✐❣é❡s✳ ▲❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❢✉t ♦❜s❡r✈é❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ✜❧♠s ✜♥s ❞❡
♠ét❛✉① ❬✽✶✱ ✽✷✱ ✽✸❪✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ ♠❡♥t✐♦♥♥❡r ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡✛❡t ❍❛❧❧
q✉❛♥t✐q✉❡ ♣❛r ❱♦♥ ❑❧✐t③✐♥❣ ❡♥ ✶✾✽✵ ❬✽✹❪✱ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ♦ù ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❆♥✲
❞❡rs♦♥ ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t ✐♥❝♦♥t♦✉r♥❛❜❧❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡✳ ▼❛✐s ❝❡❧❛ ♥❡ ❝♦♥st✐t✉❡ ♣❛s
✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ s❛♥s ❛♠❜✐❣✉ïté ❞❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❆♥❞❡rs♦♥✳
▲❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❆♥❞❡rs♦♥ ét❛♥t ✉♥ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ♦♥❞✉❧❛t♦✐r❡ ❣é♥ér❛❧✱ ✐❧ ❛ ❢❛❧❧✉
s❡ r❛❜❛ttr❡ s✉r ❞✬❛✉tr❡s t②♣❡s ❞✬♦♥❞❡✱ ❞❡s ♦♥❞❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s✱ ❛✜♥ ❞✬♦♠❡ttr❡ ❧❡s
❡✛❡ts ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❯♥ ❝❛♥❞✐❞❛t ❢❛✈♦r✐sé ❛ été ❧❛ ❧✉♠✐èr❡✳ ❖♥ ♥♦t❡ ❛✉ ♣❛ss❛❣❡
❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❍❡❧♠♦❤❧t③ q✉✐ ❞é❝r✐t ✉♥❡ ♦♥❞❡ é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡ s❝❛❧❛✐r❡ e(r) ♣❛r[
− c
2
n2
∇2 − ω2ς(r)
]
e(r) = ω2e(r) ✭✸✳✸✷✮
♦ù c ❡st ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡✱ n ❧✬✐♥❞❡① ❞❡ ré❢r❛❝t✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡✱ ω ❧❛ ❢ré✲
q✉❡♥❝❡ ❡t ς(r) ❧❛ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ r❡❧❛t✐✈❡ ❞✉ ❝♦♥st❛♥t ❞✐é❧❡❝tr✐q✉❡✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❡st
très s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r✱[
− ~
2
2m
∇2 + V (r)
]
ψ(r) = E(r). ✭✸✳✸✸✮
❯♥❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧✬❊q✳✭✸✳✸✷✮ ❡t ❧✬❊q✳✭✸✳✸✸✮ ❡st q✉❡ ❧❡ ❞és♦r❞r❡ ♣♦✉r ❧✬♦♥❞❡
❝❧❛ss✐q✉❡ ❡st ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧ à ω2 ❡t ❛✐♥s✐ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡✱ ❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s
❧❡ ❝❛s ♣♦✉r ❧✬♦♥❞❡ q✉❛♥t✐q✉❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡s ♦♥❞❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ♥❡ ❢♦♥t ❥❛♠❛✐s ❢❛❝❡ à
✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ♥♦♥✲✐♥t❡r❢ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❞û à ❞❡s ♣✐❝s ❞❡ ❞és♦r❞r❡ ♣❧✉s
❤❛✉ts q✉❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ♦♥❞✉❧❛t♦✐r❡ ❀ ❝❤♦s❡ q✉✐ ♣❡✉t s✉r✈❡♥✐r ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ♦♥❞❡s
q✉❛♥t✐q✉❡s ❡t ❞♦♥t ♦♥ ❞✐s❝✉t❡r❛ ❧♦rs ❞❡ ♥♦s rés✉❧t❛ts ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻✳
❉❛♥s ❧❡s ❛♥♥é❡s ✶✾✾✵✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❆♥❞❡rs♦♥
❛✈❡❝ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ ❢✉r❡♥t ❛♥♥♦♥❝é❡s ❬✽✺✱ ✽✻✱ ✽✼❪✳ ❉❛♥s ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❞❡ ❲✐❡rs♠❛ ❡t
❛❧✳ ❬✽✻❪✱ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❛ été ré❛❧✐sé❡ ❡♥ ♣r♦♣❛❣❡❛♥t ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ s✉r ❞❡s ♣♦✉❞r❡s
❞❡ s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t❡✉r q✉✐ ❛❣✐ss❡♥t ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ❞és♦r❞♦♥♥é✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♦♥t
❞♦♥♥é ❧✐❡✉ à ❞❡ ❣r❛♥❞❡s ❝♦♥tr♦✈❡rs❡s ❬✽✽✱ ✽✾❪ ❝❛r ✐❧ ❡st très ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ❞✐st✐♥❣✉❡r
❧❡ ré❣✐♠❡ ❧♦❝❛❧✐sé ❞❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧✬❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡✳ ▲❡s ❞❡✉① ♣❤é♥♦♠è♥❡s
❛✣❝❤❡♥t ✉♥❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡✳ ❊♥
✺✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ▲❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❆♥❞❡rs♦♥
❋✐❣✳ ✸✳✼✿ ✭❋✐❣✉r❡ r❡t✐ré❡ ♣♦✉r ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ♣✉❜❧✐é❡ ❡♥ ❧✐❣♥❡✮ ❙❝❤é♠❛ ❞❡ ❧✬❡①♣é✲
r✐❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬éq✉✐♣❡ ❆s♣❡❝t ❬✻❪ ❞❛♥s ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❆♥❞❡rs♦♥
❛✈❡❝ ❞❡s ♦♥❞❡s ❞❡ ♠❛t✐èr❡✳ ✭❛✮ ▲❡ ❇❊❈ ❡st ❝♦♥✜♥é ❞❛♥s ✉♥ ♣✐è❣❡ ♠❛❣♥ét♦✲
♦♣t✐q✉❡ ❛✈❡❝ ✉♥ très ❢♦rt ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s r❛❞✐❛❧❡s ✿ ❧❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t
❡st q✉❛s✐✲✶❉✳ ❯♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❧✉♠✐♥❡✉① s♣❡❝❦❧❡ ❡♥ ✶❉ ❡st s✉♣❡r♣♦sé ❞❛♥s ❧❛ ❞✐✲
r❡❝t✐♦♥ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡✳ ✭❜✮ ▲❡ ♣✐è❣❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ ❡st ét❡✐♥t ❡t
❧❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t s❡t ♠❡t ❡♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥✳ ▲❡s ❛t♦♠❡s s♦♥t ❧♦❝❛❧✐sés ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞❡♥s✐té
❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡✳ ❙♦✉r❝❡ ✿ ❇✐❧❧② ❡t ❛❧✳ ❬✻❪✳
✷✵✵✵✱ ❈❤❛❜❛♥♦✈ ❡t ❛❧✳ ❬✾✵❪ ♦♥t ❛♥♥♦♥❝é ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❆♥✲
❞❡rs♦♥ ❛✈❡❝ ❞❡s ♠✐❝r♦✲♦♥❞❡s✳ ❆✉ ❧✐❡✉ ❞❡ r❡❣❛r❞❡r ❧❛ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡
❞❡ ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✱ ✐❧s ♦♥t ❛♥❛❧②sé ❧❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s st❛t✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ tr❛♥s♠✐s✲
s✐♦♥✳ ▲❡ s②stè♠❡ ét❛✐t q✉❛s✐✲✶❉✳ ❊♥ ✷✵✵✽✱ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❛✈❡❝
❞❡s ✉❧tr❛✲s♦♥ ❬✾✶❪ ❛ été r❛♣♣♦rté❡✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ❛t♦♠❡s ❢r♦✐❞s✱ ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s s✉r ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❆♥❞❡rs♦♥
♦♥t ❝♦♥s✐sté à ✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t ❡♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ♦♥❞❡ ♠♦✉✈❛♥t❡ ❡t ✉♥
♣♦t❡♥t✐❡❧ ❧✉♠✐♥❡✉① ❛❧é❛t♦✐r❡ ❝♦♠♠❡ ♠✐❧✐❡✉ ❞és♦r❞♦♥♥é✳ ▲❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t ♣rés❡♥t❡
✉♥ ❝❧❛✐r ❛✈❛♥t❛❣❡ s✉r ❧❡s s②stè♠❡s é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡s ❝♦♥❞✉❝t❡✉rs ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s
✐♥t❡r❛t✐♦♥s s♦♥t r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡s ❡t✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s
❛t♦♠❡s✱ ❡❧❧❡ ♣❡✉✈❡♥t ♠ê♠❡ êtr❡ ét❡✐♥t❡s à tr❛✈❡rs ❧❛ rés♦♥❛♥❝❡ ❞❡ ❋❡s❤❜❛❝❤✳ ❉❡
♣❧✉s✱ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ♦♥❞❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❛❜s♦r♣t✐♦♥
❛✈❡❝ ❧❡s ♦♥❞❡s ❞❡ ♠❛t✐èr❡✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ❧✬❛ ❡①♣❧✐q✉é ❡♥ ❝♦♠♣❛r❛♥t
❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬❍❡❧♠♦❤❧t③ ❡t ❞❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ✭❊qs✳✭✸✳✸✷✮ ❡t ✭✸✳✸✸✮✮✱ ♦♥ ❞♦✐t ❢❛✐r❡
❛tt❡♥t✐♦♥ ❞❡ ♥❡ ♣❛s êtr❡ ❞❛♥s ✉♥ ré❣✐♠❡ ❞❡ ❢♦rt ❞és♦r❞r❡ ♦ù ❧❡s ♣✐❝s ❞❡ ♣♦t❡♥✲
t✐❡❧s s♦♥t s✉✣s❛♠❡♥t ❤❛✉ts ♣♦✉r ♣✐è❣❡r ❝❧❛ss✐q✉❡♠❡♥t ✭❡t ❞♦♥❝ s❛♥s ❧❡ ❥❡✉ ❞❡s
✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s✮ ❧❛ ♣❛rt✐❝✉❧❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❡♥ ✷✵✵✽✱ ❧✬éq✉✐♣❡ ❞✬❆s♣❡❝t à ❧✬■♥st✐t✉t ❞✬❖♣✲
t✐q✉❡ ❬✻❪ ❛ r❛♣♣♦rté ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✧❞✐r❡❝t❡✧ ❞❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❆♥❞❡rs♦♥ ❛✈❡❝
✉♥ ❝♦♥❞❡♥s❛t ❡♥ ✶❉✳ ▲❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❧❡✉r ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❡st ♠♦♥tré s✉r ❧❛ ❋✐❣✳✸✳✼✳
❉❛♥s ❧❛ ❋✐❣✳✸✳✼✭❛✮✱ ❧❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t ❞❡ r✉❜✐❞✐✉♠ 87❘❜ ❡st ❝♦♥✜♥é ❞❛♥s ✉♥ ♣✐è❣❡
♠❛❣♥ét♦✲♦♣t✐q✉❡ ❛✈❡❝ ✉♥ très ❢♦rt ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s r❛❞✐❛❧❡s✳ P❛r
❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❧❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t ❡st ❞❛♥s ✉♥❡ ❣é♦♠étr✐❡ q✉❛s✐✲✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✳ ❯♥
❞és♦r❞r❡ ✶❉ ❞❡ t②♣❡ s♣❡❝❦❧❡ ✭❞♦♥t ♦♥ ❡♥ ❞✐s❝✉t❡r❛ ❡♥ ❣r❛♥❞s ❞ét❛✐❧s ❞❛♥s ❧❛
♣❛rt✐❡ ✹✳✸✳✶✮ ❡st s✉♣❡r♣♦sé s✉r ❧❡ ❞✐s♣♦s✐t✐❢✳ P✉✐s ❞❛♥s ❧❛ ❋✐❣✳✸✳✼✭❜✮✱ ❧❡ ♣✐è❣❡
❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ ❡st ét❡✐♥t ❡t ❧❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t s❡t ♠❡t ❡♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥
❞❛♥s ❝❡tt❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❝♦♥✈❡rt✐ss❛♥t s♦♥ é♥❡r❣✐❡ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥ é♥❡r❣✐❡ ❝✐♥é✲
t✐q✉❡✺ ✭❡t ❞♦♥❝ ét❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ré❣✐♠❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❆♥❞❡rs♦♥✮✳
✺❱♦✐r ❊q✳✭✶✳✸✹✮✳
✸✳✾✳ ❆ ❧❛ ♣♦✉rs✉✐t❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❆♥❞❡rs♦♥ ✺✶
❯♥ ❛rrêt ❞❡ ❧✬❡①♣❛♥s✐♦♥ ❛ été ♦❜s❡r✈é ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥ ♣r♦✜❧ ❞❡ ❞❡♥s✐té q✉✐ ❞é❝r♦ît
❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t✱ é✈✐❞❡♥❝❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❆♥❞❡rs♦♥✳
❉❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ♥✉♠ér♦ ❞❡ ◆❛t✉r❡ ♦ù ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ❇✐❧❧② ❡t ❛❧✳ ❢✉t ♣✉❜❧✐é✱ ❧✬éq✉✐♣❡
❞✬■♥❣✉s❝✐♦ ❬✼❪ ❛ ❛✉ss✐ r❛♣♣♦rté ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❆♥❞❡rs♦♥ ❡♥
✶❉ ❛✈❡❝ ✉♥ ❇❊❈✳ ■❧s ♦♥t ✉t✐❧✐sé ✉♥ ❝♦♥❞❡♥s❛t ♥♦♥✲✐♥t❡r❛❣✐ss❛♥t ❞❡ ♣♦t❛ss✐✉♠
39❑✳ P♦✉r ❧❡ ❞és♦r❞r❡✱ ✐❧s ♦♥t ❡♠♣❧♦②é ✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞✐t q✉❛s✐✲♣ér✐♦❞✐q✉❡ q✉✐
❡st ❢♦r♠é ♣❛r ❧❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ♦♥❞❡s st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s ❞♦♥t ❧❡ r❛t✐♦ ❞❡s
❧♦♥❣✉❡✉rs ❞✬♦♥❞❡ ❡st ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✐rr❛t✐♦♥♥❡❧✳ ❯♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ q✉❛s✐✲♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❛
❧✬❛♣♣❛r❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ♠❛✐s ✐❧ ♥✬ ❛ ♣❛s ❞❡ ♣ér✐♦❞❡ ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡✳
▲❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ q✉❛s✐✲♣ér✐♦❞✐q✉❡✱ ❛✉s✐ ❞✐t ❜✐✲❝❤r♦♠❛t✐q✉❡✱ s❡ s✐t✉❡ ❡♥tr❡ ✉♥ ♣♦✲
t❡♥t✐❡❧ ♦r❞♦♥♥é ❡t ✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ♣✉r❡♠❡♥t ❛❧é❛t♦✐r❡✳
❊♥ ✷✵✶✶✱ ❧✬éq✉✐♣❡ ❞❡ ❉❡▼❛r❝♦ à ❧✬✉♥✐✈❡rs✐té ❞✬■❧❧✐♥♦✐s à ❯r❜❛♥❛✲❈❤❛♠♣❛✐❣♥ ❬✾✷❪
❛ r❛♣♣♦rté ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❆♥❞❡rs♦♥ ❡♥ ✸❉ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥
❣❛③ ❞❡ ❢❡r♠✐♦♥s ❛✈❡❝ ❧❡ s♣✐♥ ♣♦❧❛r✐sé✳ ❊♥ ✷✵✶✷✱ ❏❡♥❞r③❡❥❡✇s❦✐ ❡t ❛❧✳ ❬✾✸❪ ❞❡
❧✬■♥st✐t✉t ❞✬❖♣t✐q✉❡ ♦♥t r❛♣♣♦rté ❧❛ ♠ê♠❡ ❝❤♦s❡ ♠❛✐s ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦♥❞❡♥s❛t ❞❡
r✉❜✐❞✐✉♠ 87❘❜✳ ❊♥ ✷✵✶✸✱ ❧✬éq✉✐♣❡ ❞❡ ●✐♦✈❛♥♥✐ ▼♦❞✉❣♥♦ ❬✾✹❪ ❛ ❢❛✐t ❧❛ ♠ê♠❡
❡①♣ér✐❡♥❝❡ ♠❛✐s ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦♥❞❡♥s❛t s❛♥s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞❡ 39❑✳

❈❤❛♣✐tr❡ ✹
❉és♦r❞r❡ ❈♦rré❧é
✹✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ❢❛✐s❛✐t ét❛t ❞❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❛✉t♦♠❛✲
t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❆♥❞❡rs♦♥ ❡♥ ✶❉ ❡t ✷❉ q✉❡❧q✉❡ s♦✐t ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❞✉
❞és♦r❞r❡ ✭❡t ❞♦♥❝ ❞❡ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥✲❞é❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥✮✳ ▼❛✐s
❝❡s rés✉❧t❛ts ❞ér✐✈és s✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❡♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ s♦♥t
♣❤é♥♦♠é♥♦❧♦❣✐q✉❡s ❡t ✐❧s ♥❡ ♣r❡♥♥❡♥t ♣❛s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ❞ét❛✐❧s ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡s
❞✉ s②stè♠❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ ❛ été ❞é❝♦✉✈❡rt q✉❡ ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥s ❞❛♥s
❧❡ ❞és♦r❞r❡ ♣❡✉t ✐♥❞✉✐r❡ ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥✲❞é❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ✶❉ ❡t ✷❉✳
◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝❧❛ss✐✜❡r ❧❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s ❞✉ ❞és♦r❞r❡ ❡♥ ✸ s♦rt❡s ✿
✕ ❞és♦r❞r❡ ❝♦rré❧é à ❝♦✉rt❡ ♣♦rté❡✱
✕ ❞és♦r❞r❡ ❝♦rré❧é à ❧♦♥❣✉❡ ♣♦rté❡ ❛✈❡❝ ✉♥ s✉♣♣♦rt k ✜♥✐✱
✕ ❞és♦r❞r❡ ❝♦rré❧é à ❧♦♥❣✉❡ ♣♦rté❡✳
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡s ❝♦✉✈r✐r✳ ◆♦✉s ❝♦✉✈r✐r♦♥s ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ❛✈❡❝ ❣r❛♥❞ ❞é✲
t❛✐❧s ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✉ ❞és♦r❞r❡ ❞✉ s♣❡❝❦❧❡ ❞♦♥t ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❧♦rs ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞✉
❈❤❛♣✐t❡ ✻✳
✹✳✷ ❉és♦r❞r❡ ❝♦rré❧é à ❝♦✉rt❡ ♣♦rté❡
■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❞és♦r❞r❡ ❞♦♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ C(r) ≡< V (r′)V (r′+ r) >
❞é❝r♦✐t ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t s✉r ✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ r❝♦r ❜♦r♥é❡ ♣❛r
π/k♠❛① < r❝♦r ≪ L ✭♦ù k♠❛① ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞✬♦♥❞❡ ❧❡ ♣❧✉s ❧❛r❣❡ ❞✉ s②stè♠❡✮✳ ▲❡
♣❧✉s ❝é❧è❜r❡ ❞✬❡♥tr❡ ❡✉① ❡st ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✧r❛♥❞♦♠✲❞✐♠❡r✧ ✭❘❉▼✮ ❬✾✺❪ ❞é✈❡❧♦♣♣é
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ✶❉✳
✹✳✷✳✶ ▲❡ ❘❛♥❞♦♠ ❉✐♠❡r ▼♦❞❡❧
❉❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ t✐❣❤t✲❜✐♥❞✐♥❣✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞✉ t❡♠♣s
s✬é❝r✐t
i
∂
∂t
an(t) = εnan(t) + V (an+1(t)− an−1(t)) ✭✹✳✶✮
✺✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❉és♦r❞r❡ ❈♦rré❧é
❋✐❣✳ ✹✳✶✿ ✭❋✐❣✉r❡ r❡t✐ré❡ ♣♦✉r ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ♣✉❜❧✐é❡ ❡♥ ❧✐❣♥❡✮ ●r❛♣❤❡ ❞✉ ❞é♣❧❛❝❡✲
♠❡♥t ❛✉ ❝❛rré ♠♦②❡♥ ❞✐✈✐sé ♣❛r (V t)3/2 ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ V t ♣♦✉r ❧❡ ❘❉▼✳ ✭❛✮
❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ∆ε ≡ εA − εB = V ✱ ✭❜✮ à ∆ε = 2V ❡t ✭❝✮ à ∆ε = 3V ✳ ❙♦✉r❝❡ ✿
❉✉♥❧❛♣ ❡t ❛❧✳ ❬✾✺❪
♦ù an ❡st ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ ♣r♦❥❡té❡ s✉r ❧❡ s✐t❡ n✱ εn s♦♥ é♥❡r❣✐❡
❡t V r❡♣rés❡♥t❡ ✐❝✐ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❞❡✉① s✐t❡s ❛❞❥❛❝❡♥ts✳ ■❧ ② ❛
N s✐t❡s ❞❛♥s ❧❡ rés❡❛✉✳ ▲❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞✉ ❘❉▼ ❡st ❞✬❛✈♦✐r ❞❡✉① é♥❡r❣✐❡s ❞❡ s✐t❡
♣♦ss✐❜❧❡s✱ εA ❡t εB✱ t♦✉t ❡♥ ❛②❛♥t ❧❡s s✐t❡s ❛✈❡❝ εB ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t
❡♥ ♣❛✐r✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ✈♦✐r ❧❛ ❝❤❛î♥❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❞❡ s✐t❡s ✿
εA
V
εB
V
εB
V
εA
V
εB
V
εB
V
εB
V
εB
V
εA
V
εA
V
εA
V
εB
V
εB
V
εA · · ·
❉❛♥s ❧❡✉r ét✉❞❡✱ ❉✉♥❧❛♣ ❡t ❛❧✳ ❬✾✺❪ ❛✈❛✐t ❞♦♥♥é ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ 1/2 ❛✉①
❞❡✉① é♥❡r❣✐❡s à ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s q✉✬✉♥ ❝❤♦✐① ❡st ♣♦ss✐❜❧❡✳ ➬❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❝❛s ❧❡
♣❧✉s ❞és♦r❞♦♥♥é ❞❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ■❧s ❛✈❛✐❡♥t ❞ét❡r♠✐♥é ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t
❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❝❛rré ♠♦②❡♥✱
< m2 >=
2∑
m
|am|2. ✭✹✳✷✮
▲❡✉r rés✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s ❡st ♠♦♥tré s✉r ❧❛ ❋✐❣✳✹✳✶✳ ■❧s tr♦✉✈❡♥t q✉❡ q✉❛♥❞
∆ε ≡ εA − εB = V ✱ ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❡st s✉♣❡r❞✐✛✉s✐❢ ❛✈❡❝ < m2 >∝ t3/2 ♦ù t
❡st ❧❡ t❡♠♣s✳ ◗✉❛♥❞ ∆ε = 2V ✱ ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❡st ❞✐✛✉s✐❢ ❛✈❡❝ < m2 >∝ t✳ ❊t
q✉❛♥❞ ∆ε = 3V ✱ ❧❡ s②stè♠❡ r❡✈✐❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ré❣✐♠❡ ❧♦❝❛❧✐sé ❛✈❡❝ < m2 >= ❝t❡✳
■❧s tr♦✉✈❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡ tr❛♥s♣♦rt q✉❛♥t✐q✉❡ s❡ ♣r♦❞✉✐t ♣❛r❝❡ q✉❡
√
N
❞❡s ét❛ts ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❝✉❧❡ s♦♥t ét❡♥❞✉s ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✉ s②stè♠❡✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❞❛♥s
❧❛ ❧✐♠✐t❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐q✉❡✱ ❧❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❞✬ét❛ts ❞é❧♦❝❛❧✐sés✱
√
N/N ✱ t❡♥❞
✈❡rs ③ér♦ ❡♥❧❡✈❛♥t ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬✉♥ ♠♦❜✐❧✐t② ❡❞❣❡✳ ▲❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥✲
❞é❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡st ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❞❛♥s ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✜♥✐❡✳
❯♥❡ ❢❛ç♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞✬ét❛ts ét❡♥❞✉s ❞❛♥s ❧❡ ❘❉▼ ❡st ❞❡
❝♦♠♣❛r❡r ❛✉ s②stè♠❡ ♦♣t✐q✉❡ ♦ù ♦♥ ❛❧✐❣♥❡ à ❞❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❞❡s ✐♥✲
t❡r❢ér♦♠ètr❡s ❋❛❜r②✲P❡r♦t ❝♦♠♠❡ ✐❧❧✉stré s✉r ❧❛ ❋✐❣✳✹✳✷✳ ❙❛♥s r❡♥tr❡r ❞❛♥s ❧❡s
❞ét❛✐❧s ❞❡ ❧❛ ❝❛✈✐té ❋❛❜r②✲P❡r♦t ❬✾✻❪✱ ✐❧ ❡st ❝♦♥♥✉ q✉❡ ❞û ❛✉ ❥❡✉ ❞❡s ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s
❡♥tr❡ ❧❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s ❛❧❧❡r✲r❡t♦✉rs ❞❡ ❧✬♦♥❞❡ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ ❧❛ ❝❛✈✐té✱ ❧❛ tr❛♥s♠✐s✲
s✐♦♥ ❛✣❝❤❡ ❞❡s ♣✐❝s ❞❡ ❝♦❡✣❝❡♥t T = 1 ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ❞✬♦♥❞❡✳ ❉♦♥❝
❜✐❡♥ q✉❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥✲❞é❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣♦ss✐❜❧❡
q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✜♥✐❡✱ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡s ét❛ts ❞é❧♦❝❛❧✐sés ♥✬❡st ♣❛s
❞✉ t♦✉t ✉♥ ❡✛❡t ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✜♥✐❡✳
✹✳✷✳ ❉és♦r❞r❡ ❝♦rré❧é à ❝♦✉rt❡ ♣♦rté❡ ✺✺
❋✐❣✳ ✹✳✷✿ ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❡t ré✢❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♦♥❞❡ ❞❛♥s ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❝❛✈✐tés
❋❛❜r②✲P❡r♦t ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✉ ❘❉▼✳
❉❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ❛rt✐❝❧❡ ❬✾✺❪✱ ❉✉♥❧❛♣ ❡t ❛❧✳ s❡ s♦♥t ♣❡♥❝❤és s✉r ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞✬✉♥
❛✉tr❡ ♠♦❞è❧❡ très s✐♠✐❧❛✐r❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s à ❝♦✉rt❡ ♣♦rté❡ ✿ ❧❡ ✧❞✉❛❧
r❛♥❞♦♠✲❞✐♠❡r ♠♦❞❡❧✧ ✭❉❘❉▼✮✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♦ù ❧❡s s✐t❡s ❛✈❡❝ é♥❡r✲
❣✐❡ εB ♥✬❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❥❛♠❛✐s ❡♥ ♣❛✐r❡s✳ ■♥tr♦❞✉✐s❛♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❞❡
tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❞❡✉① s✐t❡s ✈♦✐s✐♥s εA✱ VA✱ ❡t ❡♥tr❡ ✉♥ s✐t❡ εA ❡t ✉♥ s✐t❡ εB✱ VB✱
❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❞✐♠ér✐sé ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❞❡✉① VB s❡ s✉✐✈❡♥t ❡♥ s✉❝❝❡ss✐♦♥ ❝♦♠♠❡
✐❧❧✉stré ❝✐✲❞❡ss♦✉s ✿
εA
VB
εB
VB
εA
VA
εA
VA
εA
VA
εA
VB
εB
VB
εA
VB
εB
VB
εA · · ·
■❧s tr♦✉✈❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥✲❞é❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥ ♥♦♠❜r❡√
N ❞✬ét❛ts ét❡♥❞✉s✳
▲❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠ét❛❧✲✐♥s✉❧❛t❡✉r ♣❡✉t êtr❡ ét❡♥❞✉❡ ❛✉ r❛♥❞♦♠ tr✐♠❡r ❡t r❛♥❞♦♠
n✲♠❡r ❬✾✼✱ ✾✽✱ ✾✾✱ ✶✵✵✱ ✶✵✶❪✳
P❤✐❧❧✐♣s ❡t ❲✉ ❬✶✵✷❪ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠ét❛❧✲✐♥s✉❧❛t❡✉r ❞✉ ❘❉▼ ❝♦♠♠❡
♣♦ss✐❜❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥❡ ❧❛r❣❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ♣♦❧②♠èr❡s t❡❧s q✉❡ ❧❛
♣♦❧②❛♥✐❧✐♥❡ ♦✉ ❧❡ ♣♦❧②❛❝ét②❧è♥❡ ❢♦rt❡♠❡♥t ❞♦♣é✳ ❈❛❡t❛♥♦ ❡t ❙❝❤✉❧③ ❬✶✵✸✱ ✶✵✹❪
❧✬♦♥t ❢❛✐t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬❆❉◆✳ ◆♦t♦♥s ❛✉ ♣❛ss❛❣❡ q✉❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤é♠❛t✐q✉❡✱
❧❡ ♣r✐① ◆♦❜❡❧ ❞❡ ❝❤✐♠✐❡ ✷✵✵✵ ❢✉t ❞é❝❡r♥é à ❆❧❛♥ ❏✳ ❍❡❡❣❡r✱ ❆❧❛♥ ▼❛❝❉✐❛r♠✐❞✱
❡t ❍✐❞❡❦✐ ❙❤✐r❛❦❛✇❛ ❬✶✵✺❪ ♣♦✉r ❧❡✉r ❞é❝♦✉✈❡rt❡ ❞❡s ♣♦❧②♠èr❡s ❝♦♥❞✉❝t❡✉rs ❀
t❤é♠❛t✐q✉❡ s✉s❝✐t❛♥t é♥♦r♠é♠❡♥t ❞✬✐♥térêt✳
▲❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥✲❞é❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❘❉▼ ❛ été ❝♦♥✜r♠é❡ ❡①♣ér✐♠❡♥✲
t❛❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦✐s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ s✉♣❡r✲rés❡❛✉ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ❞❡
●❛❆s✲❆❧●❛❆s ❬✶✵✻❪ ❡♥ ✶✾✾✾✳ ❊❧❧❡ ❛ été ♦❜s❡r✈é❡ ❡♥ ✷✵✵✻ ❛✈❡❝ ❞❡s ♣❤♦t♦♥s ❡t
✉♥ s②stè♠❡ ❞✐é❧❡❝tr✐q✉❡ ❬✶✵✼❪✳
◆♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ✧❘❉▼✧ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❊❞✇❛r❞s ❞❛♥s ♥♦tr❡ ét✉❞❡
❞✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳
✺✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❉és♦r❞r❡ ❈♦rré❧é
✹✳✸ ❉és♦r❞r❡ ❝♦rré❧é à ❧♦♥❣✉❡ ♣♦rté❡ ♥✉❛♥❝é❡
■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❞és♦r❞r❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ C(r) ❧♦♥❣✉❡ ♣♦rté❡ ❞❛♥s
❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣♦s✐t✐♦♥s r ♠❛✐s ❞♦♥t s❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r✱ ✐✳❡✳ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
s♣❡❝tr❛❧❡ S(k)✱ ❛ ✉♥ s✉♣♣♦rt ✜♥✐ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ k✳ ❯♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❡st q✉✬à
✉♥❡ é♥❡r❣✐❡ ❝r✐t✐q✉❡✱ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❝r♦ît s♦✉❞❛✐♥❡♠❡♥t ❝❡ q✉✐ ❛
été s✉r♥♦♠♠é❡ ✉♥ ♠♦❜✐❧✐t② ❡❞❣❡ ❡✛❡❝t✐❢ ❬✶✵✽✱ ✼✼❪✳
▲❡s ♣r❡♠✐❡rs à s✬êtr❡ ✐♥tér❡ssés à ❝❡ ❣❡♥r❡ ❞❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧s ❞és♦r❞♦♥♥és ❞❛♥s ❧❛
♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ♦♥t été ■③r❛✐❧❡✈ ❡t ❑r♦❦❤✐♥ ❬✶✵✾❪✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡
❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ t✐❣❤t✲❜✐♥❞✐♥❣✱ ✐❧s ♦♥t ❝♦♥ç✉ ✉♥ ❞és♦r❞r❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s♣❡❝✲
tr❛❧❡ ❞❡ ❢♦r♠❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡✳ ■❧s ♦♥t ♠♦♥tré ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦✐s ❧✬❡①✐st❡♥❝❡
❞✬✉♥ ♠♦❜✐❧✐t② ❡❞❣❡ ❡✛❡❝t✐❢ ❡♥ ✶❉✳ ▲✉❝❛ ❚❡ss✐❡r✐ ❬✼✼❪ ❛ ❛♥❛❧②sé ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛♥❛✲
❧②t✐q✉❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❞és♦r❞r❡ ❥✉sq✉✬❛✉ q✉❛tr✐è♠❡ ♦r❞r❡ ❞✬❡①♣❛♥s✐♦♥✳ ■❧ ❛ ❛♥❛❧②sé
❧❡s ❞és♦r❞r❡s ●❛✉ss✐❡♥s ❡t ♥♦♥✲●❛✉ss✐❡♥s✳ ■❧ ❛ tr♦✉✈é ❛✉ss✐ ✉♥❡ sér✐❡ ❞❡ s❛✉ts
s♦✉❞❛✐♥s ❞❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥✳ ❈❡ t②♣❡ ❞❡ ❞és♦r❞r❡ ❛ été ré❛❧✐sé ❑✉❤❧
❡t ❛❧✳ ❬✶✶✵❪ ♦♥t ❝ré❡ ✉♥ ❞és♦r❞r❡ ✶❉ à ❧♦♥❣✉❡ ♣♦rté❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s♣❡❝tr❛❧❡
❞❡ ❢♦r♠❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡✳ ■❧s ♦♥t ré❛❧✐sé ✉♥❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ♠✐❝r♦✲♦♥❞❡s ❡t
✐❧s ♦♥t ♦❜s❡r✈é ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❢♦rt ❞❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥✳
❯♥ ❞❡s ♣♦t❡♥t✐❡❧s ❧❡s ♣❧✉s ❝♦♥♥✉s ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s à ❧♦♥❣✉❡ ♣♦rté❡ ❡t ✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ s♣❡❝tr❛❧ ❝♦♠♣❛❝t❡ ❡st ❧❡ ❞és♦r❞r❡ s♣❡❝❦❧❡ ❞♦♥t ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❧✬✐♥tr♦❞✉✐r❡
❧♦♥❣✉❡♠❡♥t ❝❛r ✐❧ s❡r❛ ✉t✐❧✐sé ❧♦rs ❞✉ ❝❤❛♣✐t❡ ✻✳
✹✳✸✳✶ ▲❡ ❙♣❡❝❦❧❡
▲♦rsq✉❡ ❧❡ ❧❛s❡r ❢✉t ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧✐sé ❞❛♥s ❧❡s ❛♥♥é❡s ✶✾✻✵ ❬✶✶✶❪✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❛
q✉❡ ❧♦rsq✉✬✐❧ ❡st ré✢é❝❤✐ s✉r ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ r✉❣✉❡✉s❡ t❡❧ q✉✬✉♥ ♠✉r ❞❡ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡✱
♦♥ ♦❜s❡r✈❡ ✉♥❡ ❛❧t❡r♥❛♥❝❡ ❞❡ ♣❡t✐ts ❣r❛✐♥s ✐❧❧✉♠✐♥és ❡t ♣❡t✐ts ❣r❛✐♥s s♦♠❜r❡s
❝♦♠♠❡ ✐❧❧✉stré❡ s✉r ❧❛ ❋✐❣✳✹✳✸✳ ❈❡tt❡ ❣r❛♥✉❧❛r✐té ❞❡ ❧❛s❡r ❡st ❝❡ q✉✬♦♥ ❛ ❛♣♣❡❧❧❡
❧❡ s♣❡❝❦❧❡ ✭♦✉ t❛✈❡❧✉r❡ ❡♥ ❢r❛♥ç❛✐s✮✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ q✉✐ ❡①✐st❡
❞❛♥s ❞✐✈❡rs ❞♦♠❛✐♥❡s s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s ❡t t❡❝❤♥♦❧♦❣✐q✉❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ❧✬✐♥✲
t❡r❢ér♦♠étr✐❡ ❛str♦♥♦♠✐q✉❡✱ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ é♠✐s❡ ♣❛r ❧❡s ét♦✐❧❡s ❡st ♣❡rt✉r❜é❡ ♣❛r
❧❛ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧✬❛t♠♦s♣❤èr❡ ❡t ❡❧❧❡ ❛✣❝❤❡ ❞✉ s♣❡❝❦❧❡ ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡ ❞✉ té✲
❧és❝♦♣❡ ❬✶✶✷✱ ✶✶✶❪✳ ❯♥ ❛✉tr❡ ❝❛s ❡st ❞❛♥s ❧✬é❝❤♦❣r❛♣❤✐❡ ♠é❞✐❝❛❧❡ ❬✶✶✶❪ ❝♦♠♠❡
✐❧❧✉stré❡ s✉r ❧❛ ❋✐❣✳✹✳✹✳ ▲❡ s♣❡❝❦❧❡ ♣❡✉t êtr❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❣é♥éré ❡♥ ♣❛ss❛♥t ❧❡
❧❛s❡r à tr❛✈❡rs ✉♥❡ ♣❧❛q✉❡ ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ ❞✐✛✉s❡✉rs ❛❧é❛t♦✐rs ❝♦♠♠❡ ♠♦♥tré❡
s✉r ❧❛ ❋✐❣✳✹✳✺✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❝❡ ❞✐s♣♦s✐t✐❢ ♣♦✉r ❣é♥ér❡r ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ❞✉
s♣❡❝❦❧❡ ❡t ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ♠♦❞✐✜é❡ ❞✉ s♣❡❝❦❧❡ ❧♦rs ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻✳
✹✳✸✳ ❉és♦r❞r❡ ❝♦rré❧é à ❧♦♥❣✉❡ ♣♦rté❡ ♥✉❛♥❝é❡ ✺✼
❋✐❣✳ ✹✳✸✿ ❙♣❡❝❦❧❡✱ ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ✐❧❧✉♠✐♥❛♥t ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ r✉❣✉❡✉s❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❧❛s❡r✳
❖♥ ♦❜s❡r✈❡ ✉♥❡ ❛❧t❡r♥❛♥❝❡ ❞❡ ❣r❛✐♥s ✐❧❧✉♠✐♥és ❡t ❣r❛✐♥s s♦♠❜r❡s✳ ▲❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s
❣r❛✐♥s ❞❡ s♣❡❝❦❧❡ ❡st ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ à λz/L ✭♦✉ λf/L ✮ ♦ù λ ❡st ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r
❞✬♦♥❞❡ ❞✉ ❧❛s❡r✱ z ❡st ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❡t ❧✬é❝r❛♥ ✭f ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❢♦❝❛❧❡
❞❡ ❧❛ ❧❡♥t✐❧❧❡✮ ❡tD ❡st ❧❡ ❞✐❛♠ètr❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ é❝❧❛✐ré❡✳ ●é♥éré ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t✳
▲✬❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ s♣❡❝❦❧❡ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡✳ ▲❡s ♦♥❞❡s ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ ❝♦❤é✲
r❡♥t❡ s♦♥t ❞✐✛r❛❝té❡s ♣❛r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ r✉❣✉❡✉s❡ ✭♦✉ ♣❛r ❞❡s ❞✐✛✉s❡✉rs ❛❧é❛t♦✐r❡s✮✳
▲❛ ♥♦♥✲❤♦♠♦❣é♥é✐té ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❣é♥ér❡ ❞❡s ♦♥❞❡s s❡❝♦♥❞❛✐r❡s ❛✈❡❝
❞❡s ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❡t ❞❡s ♣❤❛s❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s✳ P✉✐s ❝❡s ♦♥❞❡s ✐♥t❡r❢ér❡♥t ❡♥tr❡ ❡✉①✳
▲✬♦♥❞❡ rés✉❧t❛♥t❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♦❜s❡r✈❡ à ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❧✬é❝r❛♥ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r
❧✬❛❞❞✐t✐♦♥ ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡ ❞✬✉♥❡ ♠❛r❝❤❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡s ♦♥❞❡s s❡❝♦♥❞❛✐r❡s ❝♦♠♠❡ ✐❧❧✉s✲
tré❡ s✉r ❧❛ ❋✐❣✳✹✳✻✳ ▲✬♦♥❞❡ rés✉❧t❛♥t❡ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❛✈♦✐r ✉♥❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❢♦rt❡ ♦✉
❢❛✐❜❧❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧❛ ❞♦♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ❝♦♥str✉❝t✐✈❡s ♦✉ ❞❡str✉❝✲
t✐✈❡s✳
▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡♠❡♥t✱ ❧❡ ❝❤❛♠♣s é❧❡❝tr✐q✉❡ rés✉❧t❛♥t ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r
Et♦t❛❧ =
N∑
n=1
En =
N∑
n=1
En exp(iθn) ✭✹✳✸✮
♦ù En s♦♥t ❧❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡s ❞❡s ♦♥❞❡s s❡❝♦♥❞❛✐r❡s ❛✈❡❝ ❛♠♣❧✐t✉❞❡
✺✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❉és♦r❞r❡ ❈♦rré❧é
❋✐❣✳ ✹✳✹✿ ❊❝❤♦❣r❛♣❤✐❡ ✭✉❧tr❛s♦♥✮ ❞✬✉♥ r❡✐♥ ❤✉♠❛✐♥ q✉✐ ♣rés❡♥t❡ ❞✉ s♣❡❝❦❧❡✳
❙♦✉r❝❡ ✿ ❤tt♣ ✿✴✴♠✐✳❡♥❣✳❝❛♠✳❛❝✳✉❦✴∼r✇♣✴♣r♦❥✷✵✵✼✴♣r♦❥✷❴✵✼✳❤t♠❧✳
En ❡t ♣❤❛s❡ θn✳ N ❡st ♣r✐s ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❛r❣❡✳ ▲❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛r❝❤❡
❛❧é❛t♦✐r❡ ❞✉ s♣❡❝❦❧❡ st❛♥❞❛r❞ s♦♥t ✿
✶✳ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r En ❡st st❛t✐st✐q✉❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ Em ♦ù n 6= m✱
✷✳ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ n✱ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ en ❡st st❛t✐st✐q✉❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧❛
♣❤❛s❡ θn✱
✸✳ ❧❡s ♣❤❛s❡s θn ♦❜é✐ss❡♥t ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❝✐r❝✉❧❛✐r❡✳
P❛r ✈❡rt✉ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❝❡♥tr❛❧ ❧✐♠✐t❡✱ ❧❡s ♣❛rt✐❡s ré❡❧❧❡s ❡t ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡s ❞❡ Et♦t❛❧
♦❜é✐ss❡♥t ❧❛ ❞❡♥s✐té ❥♦✐♥t❡ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ✿
p(❘❡(E), ■♠(E)) =
1
2πσ2
exp
(
−❘❡(E)
2 + ■♠(E)2
2σ2
)
, ✭✹✳✹✮
♦♠❡tt❛♥t ❞♦ré♥❛✈❛♥t ❧❛ ♠❡♥t✐♦♥ s♦✉s❝r✐t❡ ✧t♦t❛❧✧ ❡t σ2 ét❛♥t ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡✳ E
♦❜é✐t ❝❡ q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❝♦♠♣❧❡①❡✲❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ❝✐r❝✉❧❛✐r❡✳ ▲❛ ❞❡♥✲
s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ E ✭E ≥ 0✮ ❡st
p(E) =
E
σ2
exp
(
− E
2
2σ2
)
, ✭✹✳✺✮
✹✳✸✳ ❉és♦r❞r❡ ❝♦rré❧é à ❧♦♥❣✉❡ ♣♦rté❡ ♥✉❛♥❝é❡ ✺✾
α
β
❋✐❣✳ ✹✳✺✿ ▲❛s❡r q✉✐ ✐❧❧✉♠✐♥❡ ✉♥❡ ♣❧❛q✉❡ ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ ❞✐✛✉s❡✉rs ✭✧❞✐✛✉s❡r✧✮
♣♦s✐t✐♦♥♥és ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t✱ ♣✉✐s q✉✐ ❡st ❢♦❝❛❧✐sé ♣❛r ✉♥❡ ❧❡♥t✐❧❧❡ ✭✧❧❡♥s✧✮ ♣♦✉r
✜♥❛❧❡♠❡♥t ♣r♦❞✉✐r❡ ❞✉ s♣❡❝❦❧❡ s✉r ❧✬é❝r❛♥ ✭✧♦❜s✧✮✳ ▲❛ ❧❡♥t✐❧❧❡ ❛ ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡
❢♦❝❛❧❡ f ❡t ❡❧❧❡ ❡st ♣♦s✐t✐♦♥♥é❡ à ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ z ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡✳ α ❡t β s♦♥t ❧❡s
❛①❡s ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡ ❡t✱ x ❡t y s♦♥t ❧❡s ❛①❡s tr❛♥s✈❡rs❛❧❡s à ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❡
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✉ ❧❛s❡r✳
❋✐❣✳ ✹✳✻✿ ▼❛r❝❤❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡s ♦♥❞❡s ❞✐✛r❛❝tés ♣❛r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ r✉❣✉❡✉s❡✳ ▲✬♦♥❞❡
é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡ rés✉❧t❛♥t❡ ❛ ✭❛✮ ✉♥❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❢❛✐❜❧❡ ❞✉❡ à ❧❛ ❞♦♠✐♥❛t✐♦♥
❞❡s ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ❞❡str✉❝t✐✈❡s ❡t ✭❜✮ ✉♥❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❢♦rt❡ ❞✉❡ à ❧❛ ❞♦♠✐♥❛t✐♦♥
❞❡s ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ❝♦♥str✉❝t✐✈❡s✳
✻✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❉és♦r❞r❡ ❈♦rré❧é
q✉✐ ❡st ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤✳ ▲❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té
❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ θ ❞❡ E ❡st
p(θ) =
1
2π
, ✭✹✳✻✮
q✉✐ ❡st ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❝✐r❝✉❧❛✐r❡ ♠❡♥t✐♦♥♥é❡ ♣❧✉tôt✳
❇✐❡♥ q✉❡ ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ✉❧tr❛s♦♥ ❡t ♠✐❝r♦✲♦♥❞❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞ét❡❝t❡r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t
E ❡t θ✱ ❡♥ ♦♣t✐q✉❡ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s✳ ❈✬❡st ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❧✉♠✐♥❡✉s❡ I = |E|2 q✉✐ ❡st
❞ét❡❝t❛❜❧❡ ❡t q✉✐ ✐♥tér❡ss❡ ❧❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t❡✉rs ❞❡ ❧✬♦♣t✐q✉❡✳ ❙❛♥s r❡♥tr❡r ❞❛♥s
❧❡s ❞ét❛✐❧s ❞✉ ❝❛❧❝✉❧✱ ❧✬✐♥t❡♥s✐té s✉✐t ✉♥❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✱
p(I) =
1
< I >
exp
(
− I
< I >
)
. ✭✹✳✼✮
▲❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐té ❞✉ s♣❡❝❦❧❡ st❛♥❞❛r❞ ❡st q✉❡ s♦♥ ✐♥t❡♥s✐té ♠♦②❡♥♥❡ ❡st é❣❛❧❡ à
s♦♥ é❝❛rt✲t②♣❡✱ ✐✳❡✳
< I >= σI . ✭✹✳✽✮
❈❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❡ ❝♦♥tr❛st❡ ❞✉ s♣❡❝❦❧❡✱ ❞é✜♥✐t ♣❛r C = σI/ < I >✱ ❡t q✉❡
❧❡ r❛♣♣♦rt s✐❣♥❛❧ s✉r ❜r✉✐t✱ ❞é✜♥✐t ♣❛r RSB =< I > /σI ✱ s♦♥t t♦✉s ❧❡s ❞❡✉①
é❣❛✉① à ✉♥✳ ▲❡ ❝♦♥tr❛st❡ ✐♥❞✐q✉❡ ❧❡ r❛♣♣♦rt ❡♥tr❡ ❧❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞✬✐♥t❡♥s✐té
❡t ❧✬✐♥t❡♥s✐té ♠♦②❡♥♥❡ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡ r❛♣♣♦rt s✐❣♥❛❧ s✉r ❜r✉✐t r❡♥s❡✐❣♥❡ s✉r ❧❛
❢♦r❝❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡♥s✐té ♠♦②❡♥♥❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❢♦r❝❡ ❞❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞✬✐♥t❡♥s✐té✳
❆✐♥s✐✱ ❧❡ s♣❡❝❦❧❡ ❡st ✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❧✉♠✐♥❡✉① ❛✈❡❝ ❞❡ ❢♦rt❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❝♦♠♠❡
♠♦♥tré s✉r ❧❛ ❋✐❣✳✹✳✼✳
▼❛✐♥t❡♥❛♥t ❛❜♦r❞♦♥s ❧❡s st❛t✐st✐q✉❡s ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ❞✉ s♣❡❝❦❧❡✳ ◆♦✉s ✈♦✉❧♦♥s
❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞✬✐♥t❡♥s✐té✱ ♠❛✐s ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ♦❜t❡♥✐r ❞✬❛❜♦r❞ ❝❡❧❧❡
❞✉ ❝❤❛♠♣s é❧❡❝tr✐q✉❡✳
▲❡ ❝❤❛♠♣s é❧❡❝tr✐q✉❡ ♣r♦❞✉✐t à ❧✬é❝r❛♥ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❣é♦♠étr✐❡ ♦♣t✐q✉❡ à ❧❡♥t✐❧❧❡✱
✐❧❧✉stré❡ s✉r ❧❛ ❋✐❣✳✹✳✺✱ ❡t✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r❛①✐❛❧❡✱ ❡st ✿
E(x, y) =
1
λf
ei
π
λf (1−
z
f )(x2+y2)
∫∫ ∞
−∞
dαdβ E(α, β) e−i
2π
λf
(αx+βy) ✭✹✳✾✮
♦ù E(α, β) ❡st ❧❡ ❝❤❛♠♣s é❧❡❝tr✐q✉❡ ❝ré❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❛♣rès ❛✈♦✐r q✉✐tté ❧❛
♣❧❛q✉❡ ❞✐✛✉s❛♥t❡✳ f ❡st ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❢♦❝❛❧❡ ❡t z ❡st ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ q✉✐ sé♣❛r❡ ❧❛
♣❧❛q✉❡ ❞✐✛✉s❛♥t❡ ❡t ❧❛ ❧❡♥t✐❧❧❡✳
▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣s é❧❡❝tr✐q✉❡ ♦❜s❡r✈é ✭❛✉ss✐
❛♣♣❡❧é❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ♠✉t✉❡❧❧❡✮ ❡st
Γ(x1, y1;x2, y2) =< E(x1, y1)E
∗(x2, y2) > . ✭✹✳✶✵✮
✹✳✸✳ ❉és♦r❞r❡ ❝♦rré❧é à ❧♦♥❣✉❡ ♣♦rté❡ ♥✉❛♥❝é❡ ✻✶
6
5
4
3
2
1
0
6050403020100
I
(z
)/
<
I
>
z/σR
❋✐❣✳ ✹✳✼✿ Pr♦✜❧ ✉♥✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❞✬✐♥t❡♥s✐té ❞✉ s♣❡❝❦❧❡ I(z)✳ ❖♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉✬❡♥
❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ✭✹✳✼✮✱ ❧❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞❡ I
s♦♥t ❢♦rt❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ < I >✳
❖♥ ❛ ✈✉ q✉❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣ é❧❡❝tr✐q✉❡ ♦❜é✐t ✉♥❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❝♦♠♣❧❡①❡✲❣❛✉ss✐❡♥♥❡
✭✈♦✐r ❊q✳✭✹✳✹✮✮✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡s ♠♦♠❡♥ts ❣❛✉ss✐❡♥s✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥t❡♥s✐té ✱ I(x, y) = |E(x, y)|2✱ ❡st ❛❧♦rs ✿
< I(x1, y1)I(x2, y2) > =< I(x1, y1) >< I(x2, y2) > +|Γ(x1, y1;x2, y2)|2
=< I(x1, y1) >< I(x2, y2) > [1 + |µ(x1, y1;x2, y2)|2]
✭✹✳✶✶✮
❛✉ss✐ ❝♦♥♥✉❡ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❙✐❡❣❡rt✳ µ ❡st ❛♣♣❡❧é ❞❡❣ré ❞❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡
♠✉t✉❡❧❧❡ ❡t ✐❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à
|µ(x1, y1;x2, y2)|2 = |Γ(x1, y1;x2, y2)|
2
< I(x1, y1) >< I(x2, y2) >
. ✭✹✳✶✷✮
➬❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ✈✐s✐❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛✉t♦✲❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞✬✐♥t❡♥s✐té ❞❛♥s
✉♥❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❞❡ t②♣❡ ❍❛♥❜✉r②✲❇r♦✇♥ ❡t ❚✇✐ss ❬✶✶✸❪✳
❯♥ rés✉❧t❛t ❝❛♣✐t❛❧ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✉ s♣❡❝❦❧❡ ❡st ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ✈❛♥ ❈✐tt❡rt✲
❩❡r♥✐❦❡ ❬✶✶✹✱ ✶✶✺❪ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ♠✉t✉❡❧❧❡ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t
Γ(x1, y1;x2, y2) ≡ Γ(∆x; ∆y) = κ
λ2f 2
∫∫ ∞
−∞
dαdβI(α, β)e−i
2π
λf
(α∆x+β∆y).
✭✹✳✶✸✮
♦♠❡tt❛♥t ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❝♦♠♣❧❡①❡ ✭❝❛r ♥♦✉s s♦♠♠❡s ✐♥tér❡ssés ♣❛r ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❛✉
❝❛rré ❞❡ ❝❡tt❡ q✉❛♥t✐té✮✳ ∆x = x1−x2✱ ∆y = y1−y2 ❡t κ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❛✈❡❝
✻✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❉és♦r❞r❡ ❈♦rré❧é
1
0.8
0.6
0.4
0.2
0
543210
|µ
(∆
x
,0
)|2
∆x/σR
1
0.8
0.6
0.4
0.2
0
210
S
(q
x
,0
)/
(<
I
>
σ
R
)2
qxσR
❋✐❣✳ ✹✳✽✿ P❧❛q✉❡ ❞✐✛✉s❛♥t❡ ❝❛rré❡✳ ❆ ❣❛✉❝❤❡ ✿ ❝♦✉♣❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞✬❛✉t♦✲❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞✬✐♥t❡♥s✐té ♥♦r♠❛❧✐sé❡✱ |µ(∆x, 0)|2 = (< I(x1, y1)I(x2, y1) >
− < I >2)/ < I >2✱ ✈❡rs✉s ∆x/σR ♦ù σR ❡st ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥✳ ▲❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st s②♠♠étr✐q✉❡ ❡♥ ∆x✳ ❆ ❞r♦✐t❡ ✿ ❝♦✉♣❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
s♣❡❝tr❛❧❡ ♥♦r♠❛❧✐sé❡✱ S(qx, 0)/(< I > σR)
2✱ ✈❡rs✉s qxσR✳ P♦✉r ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡
❝❛rré❡✱ σR = λf/L ♦ù ❡st L ❡st ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬✉♥ ❝♦té ✳
❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❛✉ ❝❛rré✳ ❙✉❝❝✐♥❝t❡♠❡♥t✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥
❞✉ ❝❤❛♠♣s é❧❡❝tr✐q✉❡ à ❧✬é❝r❛♥ ❡st ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❡♥ ✷❉ ❞❡ ❧✬✐♥t❡♥s✐té
♣r♦❞✉✐t❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❛♣rès ❧❛ ♣❧❛q✉❡ ❞✐✛✉s❛♥t❡✳ Pr❡♥❛♥t ✉♥❡ ♣❧❛q✉❡ ❝❛rré❡
❞❡ t❛✐❧❧❡ L× L✱ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✬✐♥t❡♥s✐té ❡st ❛❧♦rs
I(α, β) = I0r❡❝t
(α
L
)
r❡❝t
(
β
L
)
✭✹✳✶✹✮
♦ù r❡❝t(x) = 1 s✐ |x| ≤ 1/2 ❡t s✐♥♦♥ ③ér♦ ❛✐❧❧❡✉rs✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡
♠✉t✉❡❧❧❡ ❡st ❛✐♥s✐
Γ(∆x; ∆y) ∝ s✐♥❝
(
L∆x
λf
)
s✐♥❝
(
L∆y
λf
)
✭✹✳✶✺✮
♦ù s✐♥❝(x) ≡ sin(πx)/(πx)✳ ▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❙✐❡❣❡rt✭✹✳✶✶✮ ❞❡✈✐❡♥t
< I(x1, y1)I(x2, y2) >=< I >
2
[
1 + s✐♥❝2
(
L∆x
λf
)
s✐♥❝2
(
L∆y
λf
)]
. ✭✹✳✶✻✮
❙❛ ❝♦✉♣❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡ ✭∆y = 0✮ ❡st ♠♦♥tré❡ s✉r ❧❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ ❧❛
❋✐❣✳✹✳✽✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ s♣❡❝tr❛❧❡ ❡st ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ tr✐❛♥❣❧❡ ❜✐✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡✱
S(qx, qy) =< I >
2
[
δ(qx, qy) +
(
λf
L
)2
tr✐
(
λf
L
qx
)
tr✐
(
λf
L
qy
)]
✭✹✳✶✼✮
♦ù ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ tr✐❛♥❣❧❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r tr✐(x) = 1−|x| s✐ |x| ≤ 1 ❡t ③ér♦ ❛✐❧❧❡✉rs✳
▲❛ ❝♦✉♣❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡ S(qx, 0) ❡st ♠♦♥tré❡ s✉r ❧❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞r♦✐t ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✳✹✳✽✳
✹✳✸✳ ❉és♦r❞r❡ ❝♦rré❧é à ❧♦♥❣✉❡ ♣♦rté❡ ♥✉❛♥❝é❡ ✻✸
❇✐❡♥ q✉❡ ❧❡ s♣❡❝❦❧❡ ❛✣❝❤❡ ❞❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s à ❧♦♥❣✉❡ ♣♦rté❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
s✐♥❝2✱ ✐❧ ❝♦♠♣♦rt❡ ✉♥ s✉♣♣♦rt k ❝♦♠♣❛❝t ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❜♦r♥é❡ ❞❡
❧❛ ♣❧❛q✉❡ ❞✐✛✉s❛♥t❡✳
P♦✉r ✉♥❡ ♣❧❛q✉❡ ❝✐r❝✉❧❛✐r❡ ❞é❝r✐t❡ ♣❛r
I(α, β) = I0❝✐r❝
(√
α2 + β2
D/2
)
✭✹✳✶✽✮
♦ù ❝✐r❝(x) = 1 s✐ x ≤ 1 s✐♥♦♥ ③ér♦ ❛✐❧❧❡✉rs ❡t D ❡st ❧❡ ❞✐❛♠ètr❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡✳
▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡st
< I(x1, y1)I(x2, y2) >=< I >
2
[
1 +
∣∣∣∣2J1(rπD/λf)rπD/λf
∣∣∣∣2
]
✭✹✳✶✾✮
♦ù r =
√
(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2 ❡t J1 ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❇❡ss❡❧ ❞✬♦r❞r❡ ✉♥✳ ▲❛
❝♦✉♣❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡st ♠♦♥tré❡ s✉r ❧❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡
❣❛✉❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✳✹✳✾✳ ❊❧❧❡ r❡ss❡♠❜❧❡ é♥♦r♠é♠❡♥t à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡ ❝❛rré❡
✭✹✳✶✻✮ ♠❛✐s ❛✈❡❝ ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣✐❝ ♣❧✉s ❜❛s✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ s♣❡❝tr❛❧❡ ❡st
S(q) =< I >2
{
δ(qx, qy) +
(λf)2
π(D/2)2
2
π
[
arccos
(
λf
D
q
)
−λf
D
q
√
1−
(
λf
D
q
)2


✭✹✳✷✵✮
♦ù q =
√
q2x + q
2
y ✳ ▲❛ ❝♦✉♣❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ s♣❡❝tr❛❧❡ ❡st ♠♦♥tré❡
s✉r ❧❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞r♦✐t ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✳✹✳✾✳ ❊❧❧❡ r❡ss❡♠❜❧❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
tr✐❛♥❣❧❡ ✭✹✳✶✼✮ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡ ❝❛rré❡ ♠❛✐s ❡♥ ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ✐♥✢é❝❤✐❡✳ ❖♥ ♣❡✉t
✈♦✐r q✉❡ ❝❤❛♥❣❡r ❧❡ ❝♦♥t♦✉r ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡ ✭❡t ♥♦♥ s❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❜✐✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ✈♦✐r ❬✶✶✻✱ ✶✶✼✱ ✶✶✽❪✮ ♥✬✐♥❞✉✐t ♣❛s ❞❡ ré❡❧ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛
❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ s♣❡❝tr❛❧❡✳ ❏✬❛✐ ❡✛❡❝t✉é ❝❡
t❡st ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❣é♦♠étr✐❡ ❞❡ ♣❛r❛❧❧é❧♦❣r❛♠♠❡✳
❊♥ ✶✾✻✺✱ ●♦♦❞♠❛♥ ❬✶✶✶❪ ❛ ❞ér✐✈é ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❣é♥ér❛❧✐sé❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ✈❛♥
❈✐tt❡rt✲❩❡r♥✐❦❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛✉s❡✉rs ❞❛♥s ❧❛ ♣❧❛q✉❡✱
Θ(∆α,∆β)✱ ♠❛✐s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❜✐❡♥ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ q✉❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡
❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❞✐✛✉s❡✉r ✿
Γ(x1, y1;x2, y2) =
1
λ2f 2
∫∫ ∞
−∞
d∆αd∆βΘ(∆α,∆β)e−i
2π
λf
(x1∆α+y1∆β)
×
∫∫ ∞
−∞
dα2dβ2I(α2, β2)e
−i 2π
λf
(∆xα2+∆yβ2)
✭✹✳✷✶✮
✻✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❉és♦r❞r❡ ❈♦rré❧é
1
0.8
0.6
0.4
0.2
0
543210
|µ
(∆
r)
|2
∆r/σR
1
0.8
0.6
0.4
0.2
0
210S
(q
)/
(1
.1
3
<
I
>
σ
R
)2
qσR
❋✐❣✳ ✹✳✾✿ P❧❛q✉❡ ❞✐✛✉s❛♥t❡ ❝✐r❝✉❧❛✐r❡✳ ❆ ❣❛✉❝❤❡ ✿ ❝♦✉♣❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡ ❞❡ ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛✉t♦✲❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞✬✐♥t❡♥s✐té ♥♦r♠❛❧✐sé❡✱ |µ(∆r)|2 = (< I(r1)I(r2) >
− < I >2)/ < I >2✱ ✈❡rs✉s ∆r/σR ♦ù σR ❡st ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥✳ ▲❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st s②♠♠étr✐q✉❡ ❡♥ ∆r✳ ❆ ❞r♦✐t❡ ✿ ❝♦✉♣❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
s♣❡❝tr❛❧❡ ♥♦r♠❛❧✐sé❡✱ S(qx, 0)/(< I > σR)
2✱ ✈❡rs✉s qxσR✳ P♦✉r ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡
❝✐r❝✉❧❛✐r❡✱ σR = λf/D ♦ù D ❡st ❧❡ ❞✐❛♠ètr❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡✳
♦ù ✱ ✉♥❡ ❢♦✐s ❡♥❝♦r❡✱ ♦♥ ❛ ♦♠✐s ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❝♦♠♣❧❡①❡✳ ❖♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡ ❧♦rs✲
q✉✬♦♥ r❡♠♣❧❛❝❡ Θ ♣❛r ✉♥❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ δ✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ✈❛♥ ❈✐tt❡rt✲
❩❡r♥✐❦❡✭✹✳✶✸✮✳ ▲❡ ♠❡ss❛❣❡ ❞❡ ❧✬❊q✳✭✹✳✷✶✮ ❡st q✉✬à tr❛✈❡rs ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛❝✲
t✐♦♥ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r✶✱ ❧❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s ❞✬✐♥t❡♥s✐té à
❧✬é❝r❛♥ s♦♥t ❞ét❡r♠✐♥é❡s ♣❛r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞✬✐♥t❡♥s✐té à ❧❛ ♣❧❛q✉❡ ❛❧♦rs
q✉❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥t❡♥s✐té ♠♦②❡♥♥❡ à ❧✬é❝r❛♥ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥
❞❡s ❝❤❛♠♣s ❞✐✛r❛❝tés ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❛♣rès ❧❛ ♣❧❛q✉❡✳ ❆✐♥s✐✱ ♣❧❛❝❡r ❞❡s ❝♦r✲
ré❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s tr♦✉s ❞✐✛✉s❡✉rs ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❜✐❡♥ ♣❧✉s
♣❡t✐t❡ q✉❡ L ♥❡ ❝♦♥❞✉✐r❛ à ❛✉❝✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢ ❞❛♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞✉ s♣❡❝❦❧❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ s✐ ♥♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ❛❧tér❡r ❝❡tt❡ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ♣❧❛❝❡r ❞❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛✉s❡✉rs s✉r
✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ à ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡ ❀ ❝❤♦s❡ q✉❡ ♥♦✉s ✈❡rr♦♥s ❧♦rs
❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻✳
✹✳✸✳✷ ▲♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❆♥❞❡rs♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡ s♣❡❝❦❧❡
▲❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❆♥❞❡rs♦♥ ❛✈❡❝ ❞❡s ♦♥❞❡s ❞❡ ♠❛t✐èr❡ ❛ été ♦❜s❡r✈é❡ ♣❛r ❧❡
❣r♦✉♣❡ ❆s♣❡❝t ❬✻❪ ❡♥ ✶❉ ♦ù ✐❧s ♦♥t ✉t✐❧✐sé ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ s♣❡❝❦❧❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s
❛❜♦r❞é ❝❡tt❡ ❛✈❛♥❝é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ ✭s❡❝t✐♦♥ ✸✳✾✮✳ ❙✉r ❧❡ ♣❧❛♥ t❤é♦r✐q✉❡✱
▲✉❣❛♥ ❡t ❛❧✳ ❬✶✵✽❪ ♦♥t ❞é♠♦♥tré ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ sér✐❡ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❛❜r✉♣ts
❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r ❞❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡✳
✶❙✐ ❧❛ tr❛♥❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❞❡ f(x) ❡st fˆ(k)✱ ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✐t q✉❡
❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❞❡ f(ax) ✭♣♦✉r a ❝♦♥st❛♥t❡✮ ❡st 1|a| fˆ(
k
a )✳
✹✳✹✳ ❉és♦r❞r❡ ❝♦rré❧é à ❧♦♥❣✉❡ ♣♦rté❡ ✻✺
0.1
0.01
0.001
0.0001
1e-06
1e-08
1e-10
6543210
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σ
R
kEσR
❋✐❣✳ ✹✳✶✵✿ ❊①♣♦s❛♥t ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ γ ✭❡♥ ✉♥✐té ❞❡ 1/σR✮✱ q✉✐ ❡st ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r
❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ✐♥✈❡rs❡✱ ✈❡rs✉s ❧✬✐♠♣✉❧s✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❧✐❜r❡ kE ✭❡♥ ✉♥✐té ❞❡
1/σR✮ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❞és♦r❞r❡ s♣❡❝❦❧❡ ❡♥ ✶❉✳ ❖♥ ♦❜s❡r✈❡ ❧❡ s❛✉t s♦✉❞❛✐♥ ❞❡
♣❧✉s✐❡✉rs ♦r❞r❡s ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r à kEσR = π✳ ▲♦rsq✉❡ kEσR > π✱ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡
❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡✈✐❡♥t t❡❧❧❡♠❡♥t ❣r❛♥❞❡ q✉❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❆♥❞❡rs♦♥ ♥✬❡st ♣❧✉s
♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧✳ ❈✬❡st ❝❡ q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ✉♥ ✧❡✛❡❝t✐✈❡
♠♦❜✐❧✐t② ❡❞❣❡✧✳
❈❡s s❛✉ts s♦✉❞❛✐♥s s❡ ♣r♦❞✉✐s❡♥t à k = pπ/σR ♣♦✉r t♦✉t p ❡♥t✐❡r
✷✳ ◆♦✉s
r❡♣r♦❞✉✐s♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ❧❡✉r rés✉❧t❛t ❞❛♥s ❧❛ ❋✐❣✳✹✳✶✵✳ ▲❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ♣♦✉r
❧✬♦❜t❡♥✐r ❡st ❡①♣❧✐q✉é❡ ❞❛♥s ❧❡s ♣❛rt✐❡s ✸✳✽ ❡t ✻✳✸✳
✹✳✹ ❉és♦r❞r❡ ❝♦rré❧é à ❧♦♥❣✉❡ ♣♦rté❡
P♦✉r ❝❡tt❡ tr♦✐s✐è♠❡ ❡t ❞❡r♥✐èr❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❞és♦r❞r❡ ❝♦rré❧❡é✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡s ♣♦✲
t❡♥t✐❡❧s ❞♦♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ C(r) ❡t s❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r✱ ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ s♣❡❝tr❛❧❡ S(k)✱ s♦♥t t♦✉t❡s ❧❡s ❞❡✉① ❧♦♥❣✉❡ ♣♦rté❡s ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ r ❡t
k r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ C(r) ❞é❝r♦ît ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t✱ C(r) ∝ 1/rα✳ ❈❡s ♣♦t❡♥t✐❡❧s
♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s êtr❡ ❝❛r❛❝tér✐sés ♣❛r ✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ r❝♦r✱ ❝❡ s♦♥t
❞❡s ♣♦t❡♥t✐❡❧s ❞✐ts ❛✉t♦✲❛✣♥❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t ✈♦✐r ❞❡s ✐❧❧✉str❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡
♣♦t❡♥t✐❡❧s s✉r ❧❛ ❋✐❣ ✹✳✶✶✳ ❉❡ ▼♦✉r❛ ❡t ▲②r❛ ❬✶✶✾❪ ♦♥t ❝♦♥s✐❞érés ❝❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧
❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❆♥❞❡rs♦♥ t✐❣❤t✲❜✐♥❞✐♥❣ ❡♥ ✶❉✳ ■❧s ♦♥t ♠♦❞é❧✐sés
✷❉❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ▲✉❣❛♥ ❡t ❛❧✳ ❬✶✵✽❪✱ ❧❡s s❛✉ts s♦♥t à k = p/σR ❝❛r ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥
❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r σR = λf/piL✳
✻✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❉és♦r❞r❡ ❈♦rré❧é
❧❡s é♥❡r❣✐❡s ❞❡s s✐t❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❝❡ q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❲❡✐❡rstr❛ss
✭❢♦♥❝t✐♦♥s ❢réq✉❡♠♠❡♥t ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❣é♥ér❡r ❞❡s ❢r❛❝t❛❧❡s✮ ✿
εi =
Ns✐t❡s/2∑
k=1
[
1
kα
∣∣∣2π
N
∣∣∣1−α] 12 cos(i 2πk
Ns✐t❡s
+ φk
)
✭✹✳✷✷✮
♦ù Ns✐t❡s ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s✐t❡s ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡✱ φk ❡st ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❛❧é❛t♦✐r❡
❞✐str✐❜✉é ✉♥✐❢♦r♠❡♠❡♥t s✉r ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [0, 2π] ❡t α ❡st ✉♥ ❡①♣♦s❛♥t✳α ❡st ❧✐é à
❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ s♣❡❝tr❛❧❡ ♣❛r S(k) ∝ 1/kα✳ ❉❡ ▼♦✉r❛ ❡t ▲②r❛ ♦♥t tr♦✉✈é ♣♦✉r α > 2
✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠ét❛❧✲✐s♦❧❛♥t ❞❛♥s ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ❞✬é♥❡r❣✐❡s✳ ❈❡s rés✉❧t❛ts
s♦♥t s✉❥❡ts à ❝♦♥tr♦✈❡rs❡ ❬✶✷✵❪✳ ❉❡s rés✉❧t❛ts s✐♠✐❧❛✐r❡s ♦♥t été ♣rés❡♥tés ❞❛♥s
❧❡ ❝❛s ✷❉ ❬✶✵✶✱ ✶✷✶❪✳ ❈❡ t②♣❡ ❞❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❛ été ✉t✐❧✐sé ❧♦rs ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡t ❞❡s
rés✉❧t❛ts ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s s♦♥t ♠♦♥trés ❞❛♥s ❧✬❆♥♥❡①❡ ❈✳
✹✳✹✳ ❉és♦r❞r❡ ❝♦rré❧é à ❧♦♥❣✉❡ ♣♦rté❡ ✻✼
4
2
0
-2
-4
400020000
ǫ i
i
4
2
0
-2
-4
400020000
ǫ i
i
2
1
0
-1
-2
400020000
ǫ i
i
❋✐❣✳ ✹✳✶✶✿ ❊♥❡r❣✐❡ εi s❡❧♦♥ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✹✳✷✷✮ ✈❡rs✉s ❧✬✐♥❞❡① ❞❡ s✐t❡ i✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ❡♥
❤❛✉t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à α = 0 ❀ ❧❡s é♥❡r❣✐❡s s♦♥t t♦❧❛❧❡♠❡♥t ♥♦♥✲❝♦rré❧és✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ❞✉
♠✐❧✐❡✉ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à α = 1.5 ❀ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥s ♠❛❧❣ré
❞❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛ss❡③ ✐♠♣♦rt❛♥t❡s✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ❞✉ ❜❛s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à α = 2.5 ♦ù
♦♥ ❛ ❞❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s à ❧♦♥❣✉❡ ♣♦rté❡ ❡t q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❝❛r❛❝tér✐s❛❜❧❡s ♣❛r ✉♥❡
❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥✳ ●é♥éré ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t✳

❈❤❛♣✐tr❡ ✺
▲♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦♥❞❡♥s❛t
✐♥❤♦♠♦❣è♥❡ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥
♣♦t❡♥t✐❡❧ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❡♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t
✺✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
▲♦rs ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ét✉❞✐❡r♦♥s ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ❇❊❈ ❡♥ ✐♥t❡r❛❝✲
t✐♦♥s ✭❡t ❞♦♥❝ s✉♣❡r✢✉✐❞❡✮ à tr❛✈❡rs ❧❡q✉❡❧ ✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞és♦r❞♦♥♥é ❡st ❞é♣❧❛❝é✳
❈♦♠♠❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❛ ♣♦✉r ❜✉t ❞❡ ❢❛✐r❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡♥tr❡ t❤é♦r✐❡ ❡t ❡①♣ér✐❡♥❝❡✱
❧❡ ❇❊❈ ét✉❞✐é s❡r❛ ✉♥ ♣✐é❣é ❤❛r♠♦♥✐q✉❡♠❡♥t ❡t ❞♦♥❝ ✐♥❤♦♠♦❣è♥❡✳ ❉❛♥s ❝❡
❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥
t❡❧ s②stè♠❡✳ ▼❛✐s ❛✈❛♥t ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❢❛✐r❡ ✉♥ ét❛t ❞✬❛rt ❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡✳
✺✳✷ ❙②stè♠❡ ❤♦♠♦❣è♥❡
❉❡s ét✉❞❡s t❤é♦r✐q✉❡s ❞❡ tr❛♥s♣♦rt ❞✬✉♥ ❝♦♥❞❡♥s❛t à tr❛✈❡rs ❞✉ ❞és♦r❞r❡ ❞❛♥s
✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ❤♦♠♦❣è♥❡ ♦♥t été ♠❡♥é❡s ♣❛r ❚♦❜✐❛s P❛✉❧✱ ▼❛t❤✐❛s ❆❧❜❡rt✱ P❡t❡r
❙❝❤❧❛❣❤❡❝❦✱ P❛tr✐❝✐♦ ▲❡❜♦❡✉❢ ❡t ◆✐❝♦❧❛s P❛✈❧♦✛ ❛✉ ▲P❚▼❙ ❞❛♥s ❧❛ ❘❡❢✳ ❬✶✷✷❪
✭P❛✉❧ ❡t ❛❧✳ ❛✈❛✐❡♥t ❞é❥à ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❧❛ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❞❡✉① ❛♥s ♣❧✉s tôt ❞❛♥s
❞❛♥s ❧❛ ❘❡❢✳ ❬✶✷✸❪✮✳ ❉❛♥s ❧❛ ❘❡❢✳ ❬✶✷✷❪✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ❝♦♥s✐❞èr❡♥t ✉♥ ❇❊❈ q✉❛s✐✲
✶❉ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❡t ❛✐♥s✐ q✉✐ ❡st ❝♦♥s✐❞éré ❛✈❡❝ ✉♥❡ t❛✐❧❧❡ ✐♥✜♥✐❡ ❀ ❝❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t
s❡ ❞é♣❧❛❝❡ à tr❛✈❡rs ✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞és♦r❞♦♥♥é ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✜♥✐❡ L ✭♦✉ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡
éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✱ ❝❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ s❡ ❞é♣❧❛❝❡ à tr❛✈❡rs ❧❡ ❇❊❈✮✳ ▲❡✉r s②stè♠❡ ❡st ❞é❝r✐t
♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ●r♦ss✲P✐t❛❡✈s❦✐✐ s✉✐✈❛♥t❡ ✭✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧ ❞❛♥s
❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✱ ❊q✳✭✶✳✹✸✮✮ ✿
i~
∂
∂t
f(z, t) =
(
− ~
2
2m
∂2
∂z2
+ V❞✐s(r− vt) + g˜|f(z, t)|2 − µ
)
f(z, t). ✭✺✳✶✮
▲❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞és♦r❞♦♥♥é V❞✐s s❡ ❞é♣❧❛❝❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ à ✈✐t❡ss❡
❝♦♥st❛♥t❡ v ❡t ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡ ♣✐é❣❡❛❣❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ❡st ♦♠✐s✳ µ ❡st ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧
❝❤✐♠✐q✉❡ ❡t g˜ ❡st ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥ ✶❉ ❞✉ ❇❊❈✱ ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r P❛✉❧ ❡t
✼✵
❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ▲♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦♥❞❡♥s❛t ✐♥❤♦♠♦❣è♥❡ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡
❞✬✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❡♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t
❛❧✳ ❖♥ ♥♦t❡ q✉✬♦♥ ✉t✐❧✐s❡r❛ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ●r♦ss✲P✐t❛❡✈s❦✐✐
❡♥ ✶❉✱ ❛♣♣❡❧é❡ ❧❛ ♥♦♥♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ✭◆P❙❊✮✱ ✐♥✲
tr♦❞✉✐t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶ ✭s❡❝t✐♦♥ ✶✳✽✮✳
❊t❛♥t ❞♦♥♥é ❧❛ ♣rés❡♥❝❡s ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ré♣✉❧s✐✈❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❜♦s♦♥s ✭❝❡ q✉✐
r❡♥❞ ❧❡ s②stè♠❡ s✉♣❡r✢✉✐❞❡ ❡♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❞és♦r❞r❡✮✱ ❧❛ ♣❤②s✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡
❡st ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ q✉❛♥t✐té ✿ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ s♦♥ c✳ ■❧ ❢❛✉t r❛♣♣❡❧❡r
q✉❡ ❝❡tt❡ q✉❛♥t✐té ♥✬✐♥t❡r✈✐❡♥t ♣❛s ❞❛♥s ❧❡s tr❛✈❛✉① ♠❛rq✉❛♥ts s✉r ❧✬♦❜s❡r✈❛✲
t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❆♥❞❡rs♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥ ❇❊❈ ❬✻✱ ✼❪ ❝❛r ❞❛♥s ❝❡s s②stè♠❡s
❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ét❛✐❡♥t ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥s ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❞✉ ❣r♦✉♣❡
❞✬❆s♣❡❝t ❬✻❪ à ❧✬■♥st✐t✉t ❞✬❖♣t✐q✉❡✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❧à ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣❛q✉❡t
❞✬♦♥❞❡ à tr❛✈❡rs ✉♥ ❞és♦r❞r❡ ✜①❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t ✐♥✐t✐❛❧❧❡♠❡♥t ♣✐é❣é ❤❛r♠♦✲
♥✐q✉❡♠❡♥t ♣✉✐s r❡❧❛❝❤é✳ ▲❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✐♥t❡r✲❛t♦♠✐q✉❡s s♦♥t ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ❧♦rs
❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❤❛s❡ ❞✬❡①♣❛♥s✐♦♥✱ ♣✉✐s ❡❧❧❡s s♦♥t ❝♦♥✈❡rt✐❡s ❡♥ é♥❡r❣✐❡ ❝✐♥ét✐q✉❡
❛❧♦rs q✉❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té s✬❛♠♦✐♥❞r✐t é♥♦r♠é♠❡♥t✳ ◗✉❛♥t à ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬éq✉✐♣❡
❞❡ ▼✳ ■♥❣✉s❝✐♦ ❡t ●✳ ▼♦❞✉❣♥♦ à ❋❧♦r❡♥❝❡ ❬✼❪✱ ❧❡ ❇❊❈ ✉t✐❧✐sé ét❛✐t ❝♦♥st✐t✉é
❞✬❛t♦♠❡s ❞❡ ♣♦t❛ss✐✉♠ 39❑ ❡t ❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ét❛✐❡♥t t♦✉t ❧❡ t❡♠♣s ét❡✐♥t❡s
❣râ❝❡ ❧❛ rés♦♥❛♥❝❡ ❞❡ ❋❡s❤❜❛❝❤✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♥❡ ❥♦✉❡♥t ♣❛s ❞❡ rô❧❡
❞❛♥s ❧❡✉rs ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❆♥❞❡rs♦♥✳
❙✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ v ❞✉ ❝♦♥❞❡♥s❛t✱ P❛✉❧ ❡t ❛❧✳ ✐❞❡♥t✐✜❡♥t
tr♦✐s ❞✐✛ér❡♥ts ré❣✐♠❡s ❬✶✷✷❪ ✿
✕ ré❣✐♠❡ v ≪ c ✿ ❧❡ s②stè♠❡ r❡st❡ s✉♣❡r✢✉✐❞❡ ✭❡t ❞♦♥❝ ♥♦♥ ❧♦❝❛❧✐sé✮ ♠❛❧❣ré
❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✬✐♠♣✉r❡tés✳ ❈✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡ ❧❡ ✢♦t ❞✉ ❝♦♥❞❡♥s❛t ♥❡ s❡
❞✐ss✐♣❡ ♣❛s ❡t ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❡st ♣❛r❢❛✐t❡ ✭✐✳❡✳ ❝♦é✣❝✐❡♥t ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥
T = 1✮✳
✕ ré❣✐♠❡ v ∼ c ✿ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ré❣✐♠❡ ♥♦♥✲st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞✉
t❡♠♣s ♦ù ❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡t ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❝✐♥ét✐q✉❡ s♦♥t ❡♥ ❝♦♠♣ét✐t✐♦♥✳ ■❧ ②
❛ é♠✐ss✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡❧❧❡ ❞✬❡①❝✐t❛t✐♦♥s ❝♦♠♠❡ ❧❡s s♦❧✐t♦♥s✳ P♦✉r ❧❡s ❛✉t❡✉rs✱
✐❧ ② ❛ ❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❆♥❞❡rs♦♥ ❝❛r ✐❧s tr♦✉✈❡♥t q✉❡ ❧❛ tr❛♥s✲
♠✐ss✐♦♥ s❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ T ∼ 1/L✳ ▲❛ ♣❧❛❣❡ ❞❡ ✈✐t❡ss❡s v ❛✉t♦✉r ❞❡
c ❛✉①q✉❡❧❧❡s ❛♣♣❛rt✐❡♥t ❝❡ ré❣✐♠❡ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❛✈❡❝ ❧❛ t❛✐❧❧❡ L ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧
❞és♦r❞♦♥♥é ✳
✕ ré❣✐♠❡ v ≫ c ✿ ré❣✐♠❡ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ s✉♣❡rs♦♥✐q✉❡ ♦ù ❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❞❡✲
✈✐❡♥♥❡♥t ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❣r❛♥❞❡✉r ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❝✐♥ét✐q✉❡✳
❖♥ r❡✈✐❡♥t ❛❧♦rs à ✉♥❡ ♣❤②s✐q✉❡ à ✉♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡✱ ❞é❝r✐t❡ ♣❛r ❧✬éq✉❛✲
t✐♦♥ ❞❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r✱ ❡t ❞♦♥❝ à ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❆♥❞❡rs♦♥✳ ▲❡s ❛✉t❡✉rs
tr♦✉✈❡♥t ❡♥ ❡✛❡t ✉♥❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ q✉✐ ❞é❝r♦ît ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❛✈❡❝ L✳
P❛r ❝♦♥tr❡ ♣♦✉r ♦❜s❡r✈❡r ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❆♥❞❡rs♦♥✱ ✐❧ ❢❛✉t q✉❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡
❞✉ ❞és♦r❞r❡ s❡ tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣❧❛❣❡ L❧♦❝ < L < L∗ ♦ù L❧♦❝ ❡st ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r
✺✳✸✳ ❙②stè♠❡ ♣✐é❣é ✼✶
❋✐❣✳ ✺✳✶✿ ✭❋✐❣✉r❡ r❡t✐ré❡ ♣♦✉r ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ♣✉❜❧✐é❡ ❡♥ ❧✐❣♥❡✮ ❉✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ♣❤❛s❡
♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❧✬éq✉✐♣❡ ❞❡ P❛✈❧♦✛ ❡t ▲❡❜♦❡✉❢ ❞❛♥s ❧❛ ❘❡❢ ❬✶✷✷❪ ♣♦✉r ❧❡ tr❛♥s♣♦rt
❞✬✉♥ ❇❊❈ q✉❛s✐✲✶❉ ❤♦♠♦❣è♥❡ à tr❛✈❡rs ✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❞és♦r❞r❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✜♥✐❡
L✳ ▲❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❞és♦r❞r❡ ❡st ♠♦❞é❧✐sé ♣❛r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❊❞✇❛r❞s ♥♦♥✲❝♦rré❧é✱
V❞✐s(z, t = 0) = V0
∑
i δ(z − zi)✳ ❊♥ r❛✐s♦♥ ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❛t♦♠❡s✱ ❧❡
❝♦♥❞❡♥s❛t ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé ♣❛r ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ s♦♥ c✳ ▲❡ ❇❊❈ s❡ ❞é♣❧❛❝❡ à ✉♥❡
✈✐t❡ss❡ v ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❞és♦r❞r❡✳ ❆ v ≪ c✱ ♦♥ ❛ ✉♥ ré❣✐♠❡ s✉♣❡r✢✉✐❞❡ ♥♦♥✲
❧♦❝❛❧✐sé✳ ❆ v ∼ c✱ ♦♥ ❛ ✉♥ ré❣✐♠❡ ♥♦♥✲st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉ t❡♠♣s q✉✐
❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ♥♦♥✲❧♦❝❛❧✐sé✳ ❆ v ≫ c✱ ♦♥ ❛ ✉♥ ré❣✐♠❡ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ s✉♣❡rs♦♥✐q✉❡
❛✈❡❝ ✉♥❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❆♥❞❡rs♦♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❧♦rsq✉❡ L❧♦❝ < L < L∗✳
❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡t L∗ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ s❡✉✐❧ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ✭q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞❡
v✮ ❛✉✲❞❡ss✉s ❞✉q✉❡❧ ❧❡ s②stè♠❡ r❡❞❡✈✐❡♥t ♥♦♥✲st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❡t ❞é♣❡♥❞❛♥t
❞✉ t❡♠♣s ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐té✳
▲❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❛✈❡❝ ❝❡s tr♦✐s ré❣✐♠❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❞és♦r❞r❡ ♠♦✲
❞é❧✐sé ♣❛r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❊❞✇❛r❞s ♥♦♥✲❝♦rré❧é ✭V❞✐s(z, t = 0) = V0
∑
i δ(z − zi)✱
zi ét❛♥t ❞❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❛❧é❛t♦✐r❡s✮ ❡st ✐❧❧✉stré s✉r ❧❛ ❋✐❣✳✺✳✶
✺✳✸ ❙②stè♠❡ ♣✐é❣é
▲❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t ❞❡ ❇♦s❡✲❊✐♥st❡✐♥ ❡st t♦✉❥♦✉rs ♦❜t❡♥✉ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s
✉♥ s②stè♠❡ ❛✈❡❝ ♣✐é❣❡❛❣❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ❛✜♥ q✉✬✐❧ s♦✐t ❝♦♥✜♥é s♣❛t✐❛❧❧❡♠❡♥t✳ ❉❡
❝❡ ❢❛✐t✱ ét✉❞✐❡r ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✉ ❞és♦r❞r❡ à tr❛✈❡rs ✉♥ ❝♦♥❞❡♥s❛t ❞❛♥s ✉♥
❝❛❞r❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ r❡st❡ ❛ss❡③ t❤é♦r✐q✉❡✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ❝❡tt❡ t❤ès❡ s✬✐♥tér❡ss❡
❛✉ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✉ ❞és♦r❞r❡ à tr❛✈❡rs ✉♥ ❝♦♥❞❡♥s❛t ❞❛♥s ✉♥ s②stè♠❡ ♣✐é❣é
❤❛r♠♦♥✐q✉❡♠❡♥t✳ ❊✈✐❞❡♠♠❡♥t✱ ❧❡s ♣rés❡♥❝❡s ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ❡t ❞❡s
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❛t♦♠❡s ❞✉ ❝♦♥❞❡♥s❛t r❡♥❞❡♥t ❧✬ét✉❞❡ ❞✬✉♥❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❧♦❝❛✲
❧✐③❛t✐♦♥ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♠♦✐♥s ♠❛❧❧é❛❜❧❡✳ ❈❡❧❛ ♥♦✉s ❢♦r❝❡ à ♥♦✉s ♣❡♥❝❤❡r ✈❡rs ❞❡s
q✉❛♥t✐tés ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♣❛r❝♦✉r✉❡ ♣❛r ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡
♠❛ss❡ ❞✉ ❝♦♥❞❡♥s❛t✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s ❡①❛♠✐♥❡r♦♥s ❧❡ rô❧❡ ❥♦✉é ♣❛r ❧❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s
❞❛♥s ❧❡ ❞és♦r❞r❡ ❡t s♦♥ ✉t✐❧✐té ❝❡♥tr❛❧❡ à ❝♦♥❝❧✉r❡ ❞❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬❡✛❡ts ❞✬✐♥t❡r✲
❢ér❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❛♥s ♥♦tr❡ s②stè♠❡✳ ▼❛✐s ❛✈❛♥t ❝❡❧❛✱ ❥❡ ✈❛✐s ❞✐s❝✉t❡r
❜rè✈❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ P❡③③é ❡t ❛❧✳ ❬✶✷✹❪ q✉✐ ❛ ét✉❞✐é ❧❡ ❣❛③ ❞❡ ❇♦s❡ s❛♥s ✐♥✲
t❡r❛❝t✐♦♥s✱ ♣✐é❣é ❤❛r♠♦♥✐q✉❡♠❡♥t ❡t q✉✐ ❡st s♦✉♠✐s à ✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞és♦r❞♦♥♥é
✜①❡✳ ❈❡ ❣❛③ ❡st é❝r✐t ♣❛r ❧✬❤❛♠✐❧t♦♥✐❡♥♥❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
Hˆ = − ~
2
2m
∇2 + V❞✐s(r) + V♣✐❡❣❡(r). ✭✺✳✷✮
✼✷
❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ▲♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦♥❞❡♥s❛t ✐♥❤♦♠♦❣è♥❡ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡
❞✬✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❡♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t
❯♥ ♣❛r❛❞✐❣♠❡ ❝❡♥tr❛❧ ❡t ❤✐st♦r✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❆♥❞❡rs♦♥
❡st ❧✬❛r❣✉♠❡♥t r❡❞✉❝t✐♦ ❛❞ ❛❜s✉r❞✉♠ ❞❡ ◆✳ ❋✳ ▼♦tt ❬✶✷✺❪✳ ❈❡tt❡ rè❣❧❡ ❞✐t q✉❡
❧❡s ét❛ts ❧♦❝❛❧✐sés ❡t ét❡♥❞✉s ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s ❝♦❡①✐st❡r à ❧❛ ♠ê♠❡ é♥❡r❣✐❡✳ P❡③③é
❡t ❛❧✳ ❞é♠♦♥tr❡♥t ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t q✉❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♣✐è❣❡ ♥♦♥✲❤♦♠♦❣è♥❡
♣♦✉r ✉♥ ❣❛③ ❞❡ ❇♦s❡ ❞és♦r❞♦♥♥é ❜r✐s❡ ❧✬❛r❣✉♠❡♥t ❞❡ ▼♦tt ❡t q✉✬à ❞❡s é♥❡r❣✐❡s
✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❧❡ s♣❡❝tr❡ ✉♥❡ ❝♦✲❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬ét❛ts ❧♦❝❛❧✐sés ❡t
ét❡♥❞✉s✳
✺✳✸✳✶ ▲❡ ♠♦❞è❧❡
❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♦♥ ét✉❞✐❡ ✉♥ ❇❊❈ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❡❧ ❞❡ N = 105 ❛t♦♠❡s ❞❡
r✉❜✐❞✐✉♠ 87❘❜ ❛✈❡❝ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ❝✐❣❛r❡ ❛❧❧♦♥❣é ❀ ♦♥ ❛ ✐❝✐ ω⊥ = 2π × 500❍③
❡t ωz = 2π × 7❍③✳ ▲❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✐♥t❡r✲❛t♦♠✐q✉❡s s♦♥t ❝❛r❛❝tér✐sé❡s ♣❛r ❧❛
❝♦♥st❛♥t❡ g = 4π~2a/m ♦ù a ❡st ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡♥ ♦♥❞❡ s ✭✈♦✐r ❝❤❛✲
♣✐tr❡ ✶✱ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✮✳ P♦✉r ❧❡ r✉❜✐❞✐✉♠ 87❘❜✱ a = 80aB ♦ù aB = 5.29× 10−11♠
❡st ❧❡ r❛②♦♥ ❞❡ ❇♦❤r ❀ a ❡st ♣♦s✐t✐❢ ❡t ❞♦♥❝ ❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s s♦♥t ré♣✉❧s✐✈❡s✳ P❛r❝❡
q✉❡ ω⊥ ≫ ωz✱ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♣❡✉t êtr❡ s✐♠♣❧✐✜é❡ à ✶❉✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞é❝r✐r❡ ❧❛
❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ ❇❊❈ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ◆P❙❊ ✭✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✱ s❡❝t✐♦♥
✶✳✽✱ ✈♦✐r ❊q✳✭✶✳✻✸✮ ❡t ❊q✳✭✶✳✻✹✮✮ ✿
i~
∂
∂t
f(z, t) =
[
− ~
2
2m
∂2
∂z2
+ V❞✐s(z, t) +
~
2
2mσ2(z, t)
+
mω2⊥σ
2
2
+
gN
2πσ2(z, t)
|f(z, t)|2
]
f(z, t).
✭✺✳✸✮
V❞✐s(z, t) = V❞✐s(z − vt) ❡st ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞és♦r❞♦♥♥é t✐ré à ✈✐t❡ss❡ ❝♦♥st❛♥t❡ v✳
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ♥♦s ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞❡ ❞és♦r❞r❡ ♣♦✉r ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❞❛♥s
❧❛ ♣r♦❝❤❛✐♥❡ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥✳
❆✈❡❝ ♥♦s ♣❛r❛♠ètr❡s✱ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ❝♦♥❞❡♥s❛t ❡st 2R❇❊❈ = 204µ♠ = 423ℓ⊥ ♦ù
ℓ⊥ =
√
~/(mω⊥) = 482♥♠✳ ❊♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❞és♦r❞r❡✱ ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❝❤✐♠✐q✉❡
❞❡ ♥♦tr❡ s②stè♠❡ ❡st µ ≃ 4.4~ω⊥✳ ▲❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ s♦♥ ❛✉ ❝❡♥tr❡ ❞✉ ♣✐è❣❡ ❡st
❛❧♦rs c =
√
µ/2m ≈ 2.24♠♠/s ✭✈♦✐r ❊q✳✭✶✳✺✽✮ ❞❛♥s ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✮✳ ▲❛ ❞❡♥s✐té
❛t♦♠✐q✉❡ ❛✉ ❝❡♥tr❡ ❞✉ ♣✐è❣❡ ❡st n0 = 9.68× 108♠−1 = 466ℓ−1⊥ ✳ ▲❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡
r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❞✉ ❇❊❈ ❡st ξ = ~/
√
mµ = 230♥♠ = 0.48ℓ⊥ ✭✈♦✐r ❊q✳✭✶✳✸✽✮✮✳ ◆✉♠é✲
r✐q✉❡♠❡♥t✱ ♦♥ rés♦✉t ❧❛ ◆P❙❊ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ s♣❧✐t✲st❡♣ ❡t ❞✉ ❋❛st ❋♦✉r✐❡r
❚r❛♥s❢♦r♠ ✭❋❋❚✮ q✉✐ ❡st ❡①♣❧✐q✉é❡ ❞❛♥s ❧✬❆♥♥❡①❡ ❆✳ ❖♥ ❝❤♦✐s✐t ✉♥❡ ❜♦ît❡ ❞❡
t❛✐❧❧❡ L❜♦① = 0.485♠♠ = 1006ℓ⊥✳ ▲❡ ♣❛s s♣❛t✐❛❧ ❡st dz = 29.6♥♠ ≈ 0.06ℓ⊥✳
❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ ♣❛s t❡♠♣♦r❡❧ ❞❡ dt = 318♥s = 0.001ω−1⊥ ✳
✺✳✸✳ ❙②stè♠❡ ♣✐é❣é ✼✸
✺✳✸✳✷ ▲❡ ❞és♦r❞r❡
▲❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞és♦r❞♦♥♥é V❞✐s(z, t) ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❊❞✇❛r❞s ❬✼✷❪ q✉❡
♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ ✭s❡❝t✐♦♥ ✸✳✻✳✷✮✳ ❉♦♥❝✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞❡s
♣✐❝s ❞❡ ❞és♦r❞r❡ t♦✉s ❞❡ ♠ê♠❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♠❛✐s ❞♦♥t ❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❡st ❛❧é❛✲
t♦✐r❡ ✭❡♥ ♦♣♣♦s✐t✐♦♥ ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❆♥❞❡rs♦♥ ♦ù ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❡st ❛❧é❛t♦✐r❡ ♠❛✐s
♣❛s ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥✮✳ ❊①♣ér✐♠❡♥t❛❧❧❡♠❡♥t✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❊❞✇❛r❞s ♣❡✉t êtr❡ ré❛❧✐sé
❡♥ ♣✐é❣❡❛♥t ❞❡s ❛t♦♠❡s ❞✬✉♥ ❛✉tr❡ é❧é♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥ rés❡❛✉ ♦♣t✐q✉❡ q✉✐ ❡st
❧✉✐✲♠ê♠❡ ❞és❛❝❝♦r❞é ❛✈❡❝ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❛t♦♠✐q✉❡ ❞✉ ❇❊❈ ❬✶✷✻✱ ✶✷✼✱ ✶✷✽✱ ✶✷✾❪✳
◆✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t✱ V❞✐s(z, t = 0) ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à N❞✐s ♣✐❝s ♠♦❞é❧✐sés ♣❛r ❞❡s ❢♦♥❝✲
t✐♦♥s ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s ❛✈❡❝ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ V0 ❡t ❧❛r❣❡✉r w✳ ▲❡s ♣✐❝s s♦♥t ♣♦s✐t✐♦♥♥és à
zi = jid ♦ù ji ❡st ✉♥ ♥♦♠❜❡r ❡♥t✐❡r ❛❧é❛t♦✐r❡ ❡t d ❡st ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡♥tr❡
❞❡✉① ♣✐❝s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞✬✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❛✜♥ q✉✬✐❧ ♥✬② ❡st ♣❛s
❞❡ ❝❤❡✈❛✉❝❤❡♠❡♥t ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♣✐❝s✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ V❞✐s(z, t 6= 0) ❡st
♦❜t❡♥✉ ❡♥ ❞é♣❧❛❝❡❛♥t V❞✐s(z, t = 0) ❛✈❡❝ ✈✐t❡ss❡ v ✈❡rs z ♣♦s✐t✐❢✳
❆✜♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛st❡r ❧✬❡✛❡t ❞❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s ❞❛♥s ♥♦tr❡ ét✉❞❡ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✉
❞és♦r❞r❡ à tr❛✈❡rs ✉♥ ❝♦♥❞❡♥s❛t ♥♦♥✲❤♦♠♦❣è♥❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❡✉① t②♣❡s
❞❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞és♦r❞♦♥♥é ✿
✶✳ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❊❞✇❛r❞s ♦ù ❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ✭♦✉ ♣❧✉tôt ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ji✮ ❡st
❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❛❧é❛t♦✐r❡✱ q✉❡ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧❡r♦♥s ♠♦❞è❧❡ ❞✬❊❞✇❛r❞s ❜r✉✐té
❜❧❛♥❝ ✭▼❊✲❇❇✮ ✭✈♦✐r ❋✐❣✳ ✺✳✷❛✮
VME−BB(z, t) =
Ndis∑
i=1
V0 exp
[
−
(
z − vt− jid
w
)2]
✭✺✳✹✮
✷✳ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❊❞✇❛r❞s ♦ù ❧❡s ✐♠♣✉r❡tés s♦♥t ❞✐♠ér✐sé❡s ❬✶✸✵❪✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡
q✉❡ ❧❡s ✐♠♣✉r❡tés ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t t♦✉❥♦✉rs ❡♥ ♣❛✐r❡s ✭❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✜①❡
ℓ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ♣✐❝s ❞✬✉♥❡ ♠ê♠❡ ♣❛✐r❡✮ ❡t q✉❡ ❝✬❡st ❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡
❝❡s ♣❛✐rs q✉✐ ❡st ❛❧é❛t♦✐r❡ ✭✈♦✐r ❋✐❣✳ ✺✳✷❜✮✳ ◆♦✉s ❧❡ ❞é♥♦♠♠❡r♦♥s ♠♦❞è❧❡
❞✬❊❞✇❛r❞s ✧r❛♥❞♦♠ ❞✐♠❡r ♠♦❞❡❧✧ ✭▼❊✲❘❉▼✮✳
VME−RDM(z, t) =
Ndis/2∑
i=1
V0 exp
[
−
(
z − vt− jid
w
)2]
+ V0 exp
[
−
(
z − vt− jid− ℓ
w
)2] ✭✺✳✺✮
◆♦tr❡ ét✉❞❡ s✬❡st ♣♦rté❡ s✉r ✸ ❞✐✛ér❡♥ts sér✐❡s ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ♣♦✉r ❧❡ ❞és♦r❞r❡ ✿
✼✹
❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ▲♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦♥❞❡♥s❛t ✐♥❤♦♠♦❣è♥❡ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡
❞✬✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❡♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t
v
v(a)
(b)
❋✐❣✳ ✺✳✷✿ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡s ❞és♦r❞r❡s ✉t✐❧✐sés✳ ✭❛✮ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❊❞✇❛r❞s ❜r✉✐té
❜❧❛♥❝ ✭▼❊✲❇❇✮ ♦ù ❧❡s ♣✐❝s s♦♥t ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐♦♥♥és✳ ✭❜✮♠♦❞è❧❡ ❞✬❊❞✲
✇❛r❞s ✧r❛♥❞♦♠ ❞✐♠❡r ♠♦❞❡❧✧ ✭▼❊✲❘❉▼✮ ♦ù ❧❡s ♣✐❝s ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t t♦✉❥♦✉rs ❡♥
♣❛✐rs ❡t ❝❡ s♦♥t ❝❡s ♣❛✐rs q✉✐ s♦♥t ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐♦♥♥é❡s✳
✕ ✭❉✐s✶✮ ✿ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣✐❝s n❞✐s ≃ 0.12λ˜−1 ≃ 0.16 ♣✐❝s✴µ♠ ❡t ❛✈❡❝ ❞✐st❛♥❝❡
♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡♥tr❡ ✷ ♣✐❝s d = λ˜
✕ ✭❉✐s✷✮ ✿ n❞✐s ≃ 0.5λ˜−1 ≃ 0.65 ♣✐❝s✴µ♠ ❡t d = λ˜
✕ ✭❉✐s✸✮ ✿ n❞✐s ≃ 0.5λ˜−1 ≃ 0.65 ♣✐❝s✴µ♠ ❡t d = λ˜/2✳
❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ d ❡t ℓ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❧❡s ♠ê♠❡s q✉❛♥t✐tés✳ ▲❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡
❞❡✉① ♣✐❝s ❛✉ s❡✐♥ ❞✬✉♥ ♠ê♠❡ ❞✐♠❡r ✭♣♦✉r ❧❡ ▼❊✲❘❉▼✮✱ ℓ✱ ❡st ✜①❡ ❛❧♦rs q✉❡
❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♣✐❝s ❛✉tr❡ q✉❡ ❞✉ ♠ê♠❡ ❞✐♠❡r ✭♣♦✉r ❧❡ ▼❊✲❇❇ ❡t ❧❡
▼❊✲❘❉▼✮✱ d✱ ✈❛r✐❡✳
■♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✉t✐❧✐sés✳ ❖♥ ♣r❡♥❞ V0 = 0.02Er(= 0.15~ω⊥)✳
Er = h
2/(2mλ˜2) ❡st ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡ r❡❝✉❧ ♣♦✉r ❧❡s ❛t♦♠❡s ❞❡ 87❘❜✱ é✈❛❧✉é❡ ♣♦✉r
λ˜ = 780 ♥♠✱ q✉✐ ❡st ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❤②♣❡r✜♥❡ ❉✷ ♣♦✉r ❧❡
87❘❜✳ ▲❛ ❧❛r❣❡✉r ❞✬✉♥❡ ✐♠♣✉r❡té ❡st w = 140♥♠ = 0.3ℓ⊥✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à
λ˜/5✱ ❡t ℓ = λ˜✳
❈❡ q✉✐ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❝❡s ♣♦t❡♥t✐❡❧s ❞✉ ❞és♦r❞r❡ ❝✬❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ✿
C(|z1 − z2|) = 〈[V (z1, t)− 〈V (z1, t)〉] [V (z2, t)− 〈V (z2, t)〉]〉. ✭✺✳✻✮
▲❡ ♠♦②❡♥♥❛❣❡ ❡st s✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❞✉ ❞és♦r❞r❡ ❡t ❛✉ss✐ s✉r ❝❤❛q✉❡
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡st ✐♥❞✐❝❛t✐✈❡ ✭♣❛s é❣❛❧❡✮ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❛✲
❜✐❧✐té ❞✬♦❜s❡r✈❡r ✉♥ s❡❝♦♥❞ ♣✐❝ ❞❡ ❞és♦r❞r❡ à ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ z1 − z2 ❞✉ ♣r❡♠✐❡r
♣✐❝✳ ▲❡s ❣r❛❤✐q✉❡s ❞❡ ❋✐❣✳✺✳✸ ♠♦♥tr❡♥t ❧❡ ❝♦♥tr❛st❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦r✲
ré❧❛t✐♦♥ ✭❞✐✈✐sé ♣❛r C(0)✮ ❞✉ ▼❊✲❇❇ ✭❧✐❣♥❡ ❝♦♥t✐♥✉❡✮ ❡t ❞✉ ▼❊✲❘❉▼ ✭❧✐❣♥❡
♣♦✐♥t✐❧❧é❡✮✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡r❛ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ c(δz) = C(δz)/C(0)✳
▲❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✉ ❤❛✉t ❞❡ ❋✐❣✳✺✳✸ ❡st ♣♦✉r ✉♥❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣✐❝s ❞❡ n❞✐s = 0.12λ˜
−1
❛❧♦rs q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞✉ ❜❛s ❡st ♣♦✉r ✉♥❡ ♣❧✉s ❢♦rt❡ ❞❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ n❞✐s = 0.5λ˜
−1✳
✺✳✸✳ ❙②stè♠❡ ♣✐é❣é ✼✺
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❋✐❣✳ ✺✳✸✿ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ C(|z1 − z2|)/C(0) ✈❡rs✉s (z1 − z2)/λ˜✳
▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❊❞✇❛r❞s ❜r✉✐té ❜❧❛♥❝ ✭▼❊✲❇❇✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❝♦♥t✐♥✉❡
r♦✉❣❡ ❡t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❊❞✇❛r❞s ✧r❛♥❞♦♠ ❞✐♠❡r ♠♦❞❡❧✧ ✭▼❊✲❘❉▼✮ à ❧❛ ❧✐❣♥❡
♣♦✐♥t✐❧❧é❡ ✈❡rt❡✳ ❋✐❣✉r❡ ❞✉ ❤❛✉t ✿ ✭❉✐s✶✮✳ ❋✐❣✉r❡ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ✿ ✭❉✐s✷✮✳ ❋✐❣✉r❡ ❞✉
❜❛s ✿ ✭❉✐s✸✮✳
❖♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞✉ ▼❊✲❘❉▼✱ ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s
❞❡ ❞❡♥s✐té✱ ❛✣❝❤❡ ✉♥ ❤❛✉t ♣✐❝ à z1 − z2 = λ˜✳ ❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉✬✐❧ ② ❛ ✉♥❡ trés
✼✻
❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ▲♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦♥❞❡♥s❛t ✐♥❤♦♠♦❣è♥❡ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡
❞✬✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❡♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t
❢♦rt❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬♦❜s❡r✈❡r ✉♥ s❡❝♦♥❞ ♣✐❝ à ❞✐st❛♥❝❡ z1 − z2 = λ˜ ❞✬✉♥ ♣r❡♠✐❡r
♣✐❝ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ❞és♦r❞r❡ ❝♦rré❧é ❞✉ ▼❊✲❘❉▼✱ ❝❡ q✉✐ ♥✬❡st r✐❡♥ ❞✬ét♦♥♥❛♥t
ét❛♥t ❞♦♥♥é ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✐♠ér✐sé❡ ❞❡s ♣✐❝s✳ ▲❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ♥✬❡st ♣❛s é❣❛❧❡ à ❧❡
s❡❝♦♥❞ ♣✐❝ ❞✉ ❞✐♠❡r ♥✬❡st ♣❛s t♦✉❥♦✉rs s✉✐✈✐ ❞✬✉♥ ❛✉t❡r ♣✐❝ ✭s✐♥♦♥ ♦♥ ❛✉r❛✐t ✉♥
rés❡❛✉ ♣ér✐♦❞✐q✉❡✮✳ ❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛ ✈✐s✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♣✐❝s s✉✐✈❛♥ts ♣❧✉s
❢❛✐❜❧❡s ❡t ♣♦s✐t✐♦♥♥és ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♣ér✐♦❞✐q✉❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ▼❊✲❘❉▼ ❝♦♠♠❡ ❞✉
▼❊✲❇❇ ✭♦ù ❧à ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ❤❛✉t ♣✐❝ à z1 − z2 = λ˜✮✱ ✐❧ ❡st ❞û ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s
♣✐❝s s♦♥t ✐♥st❛❧❧és s✉r ✉♥ rés❡❛✉ ♦♣t✐q✉❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♥♦tr❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥❞❡♥✲
s❛t ✈✐t ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❝♦♥t✐♥✉ ❡t ♥♦♥ ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞✐s❝rét✐sé ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s
❧❡ ♠♦❞è❧❡ t✐❣❤t✲❜✐♥❞✐♥❣ ✭♦ù ❧à ❛❧♦rs ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❞és♦r❞r❡
❜r✉✐té ❜❧❛♥❝ ♥✬❛✣❝❤❡r❛✐t ♣❛s ❞❡ str✉❝t✉r❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ♠❛✐s ✐r❛✐t à ③ér♦✮✳ ❉❛♥s
❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉✱ ❧❡ tr❛✐♥ ❞❡ ♣✐❝s ❛ ✉♥❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♣❧✉s ❢♦rt❡ ❝❛r ❧❛ ❞❡♥s✐té
é❧❡✈é❡ ❞❡ n❞✐s = 0.5λ˜
−1 r❡♥❞ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ t♦♠❜❡r s✉r ✉♥ ♣✐❝ ♣❧✉s ✐♠♣♦r✲
t❛♥t❡✳ ❊♥ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥✱ ❧❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞✉ ❜❛s ❞❡ ❋✐❣✳✺✳✸ ❡st ❛ss❡③ ✐♥s♦❧✐t❡ ❝❛r
❡❧❧❡ ❡st ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♣✐❝s ❡st d = λ˜/2 t♦✉t ❡♥
❣❛r❞❛♥t ❝♦♠♠❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♣✐❝s ❞✉ ♠ê♠❡ ❞✐♠❡r ℓ = λ˜ ❀ ❧❛ ❞❡♥s✐té
❡st n❞✐s = 0.5λ˜
−1✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧❡ ♣✐❝ ❞û ❛✉ ❞✐♠❡r à z1 − z2 = λ˜ ♣♦✉r ❧❡
▼❊✲❘❉▼ ❡st ❞❡✉① ❢♦✐s ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞✉ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ❞❡ ❋✐❣✳✺✳✸✳
❆✐♥s✐✱ ♦♥ s✬❛tt❡♥❞ q✉❡ ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞✉ ❞✐♠❡r ❥♦✉❡ ✉♥ rô❧❡ ♠♦✐♥s ✐♠♣♦rt❛♥t
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s d = λ˜/2 q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s d = λ˜✳
◆♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ét✉❞❡ ❧❡ ❇❊❈ q✉❛s✐✲✶❉ ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡
✶ ✭s❡❝t✐♦♥ ✶✳✽✮✳
✺✳✸✳✸ ◆♦s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ s❝é♥❛r✐♦ ❞❡
tr❛♥s♣♦rt
❉❛♥s ♥♦tr❡ ét✉❞❡ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ❞és♦r❞r❡ à tr❛✈❡rs ✉♥ ❝♦♥❞❡♥s❛t ♥♦♥✲
❤♦♠♦❣è♥❡✱ ✐❧ ❡st très ❞✐✣❝✐❧❡✱ ❞✬❛♣rès ♠❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s✱ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❛✈❡❝
❡①❛❝t✐t✉❞❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ✭♦✉ s♦♥ ✐♥✈❡rs❡✱ ❧✬❡①♣♦s❛♥t ❞❡ ▲②❛♣✉✲
♥♦✈✮ ❝❛r ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♥♦♥✲❤♦♠♦❣é♥é✐té✳
❖♥ ♣r♦♣♦s❡ ❞❡✉① ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥✳
✶✳ ❙✐ ❧❡s ❛t♦♠❡s ❞✉ ❇❊❈ ❡♥tr❡♥t ❞❛♥s ✉♥ ré❣✐♠❡ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥✱ ♦♥ s✬❛tt❡♥❞
à ❝❡ q✉❡ ❧❛ ✧❧♦❝♦♠♦tr✐❝❡✧ ❞✉ ❞és♦r❞r❡ r❡♠♦rq✉❡ ❧❡s ❛t♦♠❡s ❞✉ ❝♦♥❞❡♥s❛t✳
❊t s✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❛t♦♠❡s q✉✐ s♦♥t ❧♦❝❛❧✐sés✱ ❛❧♦rs ❝❡ s❡r❛✐t
s❡✉❧❡♠❡♥t ❝❡tt❡ ❢r❛❝t✐♦♥ q✉✐ ❡st ✧tr✐♠❜❛❧é❡✧✳ ▲❡s ❜♦s♦♥s ❧♦❝❛❧✐sés s♦♥t
s✉❥❡ts à ❞❡✉① ❢♦r❝❡s ✿
F = F❤❛r♠♦♥✐q✉❡ + Ftr❛✐♥é❡, ✭✺✳✼✮
✺✳✸✳ ❙②stè♠❡ ♣✐é❣é ✼✼
♦ù
F❤❛r♠♦♥✐q✉❡ = −mω2zzc.m., ✭✺✳✽✮
Ftr❛î♥é❡ = −
∫ +∞
−∞
dz|f(z, t)|2∂zV❞✐s. ✭✺✳✾✮
zc.m. ❡st ❧❡ ❜❛r②❝❡♥tr❡ ❞✉ ❇❊❈ ❞♦♥♥é ♣❛r
zc.m. =
∫ +∞
−∞
dzz|f(z, t)|2. ✭✺✳✶✵✮
▲♦rsq✉❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♣❛r❝♦✉r✉❡ ♣❛r ❧❡s ❛t♦♠❡s ❧♦❝❛❧✐sés ❡st ❢❛✐❜❧❡ ✭✐✳❡✳
∆zc.m. ≃ 0✮✱ ❛❧♦rs ❧❛ ❢♦r❝❡ ❞❡ tr❛î♥é❡ s✬❛✈èr❡ êtr❡ ❧❛ ❝♦♥tr✐✉❜✉t✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉s
❝♦♥séq✉❡♥t❡ à ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❝❡s ❛t♦♠❡s✳ ❉❛♥s ✉♥❡ t❡❧❧❡ s✐t✉❛t✐♦♥✱ ❧❛
❢r❛❝t✐♦♥ ❞✬❛t♦♠❡s ❧♦❝❛❧✐sés Nloc/N ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✿
N❧♦❝
N
=
∆zc.m.
∆z❞✐s
. ✭✺✳✶✶✮
♦ù ∆z❞✐s ❡st ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ ❞é♣❧❛❝❡ ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❞és♦r❞r❡✳
❉♦♥❝✱ s✐ ❧❛ t♦t❛❧✐té ❞❡s ❜♦s♦♥s s♦♥t ❧♦❝❛❧✐sés✱ ❛❧♦rs ❧❡ ❜❛r②❝❡♥tr❡ s❡ ❞é✲
♣❧❛❝❡r❛✐t ♣❛r ❧❛ ♠ê♠❡ ❞✐st❛♥❝❡ q✉❡ ❧❡ ❞és♦r❞r❡✳ ❈❡tt❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❢r❛❝t✐♦♥
❞✬❛t♦♠❡s ❧♦❝❛❧✐sés ✈❛ êtr❡ ♥♦tr❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥✳
✷✳ ▲❛ ♣❛rt✐❡ ❧♦❝❛❧✐sé❡ ❞✉ ❇❊❈ ❡st ✧r❡♠♦rq✉é❡✧ ♣❛r ❧❡ ❞és♦r❞r❡ ❥✉sq✉✬à ✉♥
♣♦✐♥t ❞✬✐♥✢❡①✐♦♥ ♦ù ❡❧❧❡ ✭❡t ❞♦♥❝ ∆zc.m.✮ ❝❤❛♥❣❡ ❞❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❈❛r❛❝tér✐✲
s❛♥t ❝❡ ♣♦✐♥t ❞✬✐♥✢❡①✐♦♥ ♣❛r ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❡❧❧❡s (tf , zf )✱
✐✳❡✳ ∂t∆zc.m.(t = tf ) = 0✱ ♦♥ ❛ ♣❛r ✈❡rt✉ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ✿∫ tf
0
Ftr❛✐♥é❡(t)vc.m.(t)dt =
1
2
mω2zz
2
f . ✭✺✳✶✷✮
P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡ ♣♦✐♥t ❞✬✐♥✢❡①✐♦♥ zf ❡st ❧✐é❡ à ❧❛ ❢♦r❝❡ ❞❡ ❞❡ tr❛✐♥é❡
♠♦②❡♥♥❡ ♣❛r ✿
zf =
2Ftr❛✐♥é❡
(mω2z)
, ✭✺✳✶✸✮
♦ù
Ftr❛✐♥é❡ =
∫ tf
0
Ftr❛✐♥é❡(t)vc.m.(t)dt
zf
=
∫ zf
0
Ftr❛✐♥é❡(t)dzc.m.
zf
.
✭✺✳✶✹✮
✼✽
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❋✐❣✳ ✺✳✹✿ ❋♦r❝❡ ❞❡ tr❛✐♥é❡ ♠♦②❡♥♥❡ < Ftr❛✐♥é❡ > ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡
❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✉ ❞és♦r❞r❡ ✭❡♥ ✉♥✐té ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ s♦♥ ❛✉ ❝❡♥tr❡ ❞✉ ❝♦♥❞❡♥s❛t c✮
❝♦♠♣❛ré ❛✈❡❝ ❧❡ ♣♦✐♥t ❞✬✐♥✢❡①✐♦♥ zf ✭❡♥ ✉♥✐té ❞❡ ℓ⊥✮✳ ❉♦♥♥és ❝❛❧❝✉❧é❡s ♣♦✉r ❧❡
❝❛s ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ▼❊✲❇❇ ❛✈❡❝ n❞✐s ≃ 0.12λ˜−1 ≃ 0.16♣✐❝s✴µ♠✳
▲❛ ❢♦r❝❡ ❞❡ tr❛✐♥é❡ ✐♥st❛♥t❛♥é❡ Ftr❛✐♥é❡(t) s✉✐t ✉♥❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ très ✐rré✲
❣✉❧✐èr❡ ❧♦rs ❞✉ ♣❛ss❛❣❡ ❞✬✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞és♦r❞♦♥♥é à tr❛✈❡rs ❧❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t✳
❊❧❧❡ ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s ✉t✐❧❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t✳ ❆ ❧❛ ♣❧❛❝❡✱ ❧❛ ❢♦r❝❡ ❞❡ tr❛✐✲
♥é❡ ♠♦②❡♥♥❡ < Ftr❛✐♥é❡ > ♣❡✉t s✬❛✈ér❡r êtr❡ ♣r♦✜t❛❜❧❡✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈ér✐✜é ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ❧✬❊q✳✭✺✳✶✸✮✱ ❝♦♠♠❡ ✐❧❧✉stré❡ s✉r ❧❛ ❋✐❣✳ ✺✳✹
♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ▼❊✲❇❇ ❛✈❡❝ n❞✐s ≃ 0.12λ˜−1 ≃ 0.16♣✐❝s✴µ♠✳ ❈❡❝✐
❡st ✉♥ ♠♦②❡♥ ❞❡ t❡st❡r ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡s ♣❛r❛♠ètèr❡s ✭❣r✐❧❧❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡
❡t s♣❛t✐❛❧❡✮ ❞✉ ❝♦❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ✳
❉✬❛♣rès ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ▲❛♥❞❛✉ ♣♦✉r ❧❛ s✉♣❡r✢✉✐❞✐té ❬✶✸✶❪ q✉✬♦♥ ❛ ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❛♥s
❧❛ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ ✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✮✱ ✉♥❡ ✐♠♣✉r❡té s❡ ❞é♣❧❛❝❡❛♥t à ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ✐♥❢ér✐❡✉r
à ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ✈✐t❡ss❡ ❝r✐t✐q✉❡ ✭✐✳❡✳ v < v❝r✐t ❀ v❝r✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉
s♦♥ c ♣♦✉r ❞❡s ✐♠♣✉r❡tés ❞❡ ♣❡t✐t❡s t❛✐❧❧❡s✮ ❝♦✉❧❡ à tr❛✈❡rs ✉♥ s✉♣❡r✢✉✐❞❡
s❛♥s ♣r♦❞✉✐r❡ ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r❝❡ ❞❡ tr❛✐♥é❡ ❡♥
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❞és♦r❞r❡ ♣❡✉t ♥♦✉s ✐♥❞✐q✉❡r ❧❡ ♠♦♠❡♥t
♦ù ♦♥ ♣❛ss❡ ❞✬✉♥ ré❣✐♠❡ s✉♣❡r✢✉✐❞❡ à ✉♥ ré❣✐♠❡ ❧♦❝❛❧✐sé✳
✺✳✸✳✹ ❘és✉❧t❛ts ❛✈❡❝ ✉♥❡ s❡✉❧❡ str✉❝t✉r❡ ❞✬✐♠♣✉r❡té
❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ r❡❣❛r❞❡ à ❝❡ q✉✐ s❡ ♣❛ss❡ ❛✉ ❇❊❈ ♣✐é❣é ❤❛r♠♦♥✐q✉❡♠❡♥t
❧♦rsq✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ str✉❝t✉r❡ ❞✬✐♠♣✉r❡té ✭✐✳❡✳ s♦✐t ✉♥ s❡✉❧ ♣✐❝✱ s♦✐t ✉♥❡ s❡✉❧❡ ♣❛✐r
✺✳✸✳ ❙②stè♠❡ ♣✐é❣é ✼✾
❋✐❣✳ ✺✳✺✿ ❘és✉❧t❛t ♥✉♠ér✐q✉❡ ♦❜t❡♥✉ ❛✈❡❝ ✉♥ ❇❊❈ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ♣✐é❣é ❤❛r♠♦✲
♥✐q✉❡♠❡♥t✳ ▲❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞✬❛t♦♠❡s ❧♦❝❛❧✐sés ❞✉ ❇❊❈✱ lnN❧♦❝/N ✱
✈❡rs✉s ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t v ❞✬✉♥❡ s❡✉❧❡ str✉❝t✉r❡ ❞✬✐♠♣✉r❡té à tr❛✈❡rs
❧❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t ✭v ❡st ❡♥ ✉♥✐té ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ s♦♥ ❞✉ ❝♦♥❞❡♥s❛t c ❝❛❧❝✉❧é❡ ❛✉
❝❡♥tr❡ ❞✉ ♣✐è❣❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡✮✳ ▲❡s ét♦✐❧❡s ✈❡rt❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ✉♥ s❡✉❧ ❞✐♠❡r
✭♣❛✐r ❞❡ ♣✐❝s✮ ❡t ❧❡s ❝r♦✐① r♦✉❣❡s à ✉♥ s❡✉❧ ♣✐❝✳
❞❡ ♣✐❝s✴❞✐♠❡r✮ ❧❛ tr❛✈❡rs❡✳ ❉❡✉① ❢❛❝t❡✉rs s♦♥t à ❧✬÷✉✈r❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉
❝♦♥❞❡♥s❛t ✿ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡s ✐♠♣✉r❡tés ❡t ❧❛ ré✢❡❝t✐✈✐t✐é ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❜❛s❡
❞✬✐♠♣✉r❡té✳
◆✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ ❋✐❣✳ ✺✳✺ ♦ù ❧❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞✬❛t♦♠❡s
❧♦❝❛❧✐sés ❡st tr❛❝é ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❧✬✐♠♣✉r❡té ✭❡♥ ✉♥✐tés ❞❡ c✮✳ ❖♥
♥♦t❡ q✉✬✐❧ ♥✬② ❛ é✈✐❞❡♠♠❡♥t ♣❛s ❞❡ ❜❛rr❡ ❞✬❡rr❡✉r ❛✉① rés✉❧t❛ts ét❛♥t ❞♦♥♥é
q✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞✐✛ér❡♥t❡s ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞❡ ❞és♦r❞r❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝❛s✳ ▲✬✐♠♣✉r❡té
♣❛r❝♦✉rt ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ∆z = 133µ♠✳✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❝❡ q✉✬♦♥ ♣♦✉rr❛✐t
♣rés✉♠❡r✱ ❧❡ ❞✐♠❡r ♥❡ ❧♦❝❛❧✐s❡ ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ♠✐❡✉① q✉❡ ❧❡ s❡✉❧ ♣✐❝✳ ■❧ ② ❛ ✉♥❡
♣❧❛❣❡ ❞❡ ✈✐t❡ss❡s✱ ❛✉t♦✉r ❞❡ v ≃ 1.2c✱ ♦ù ❧❡ ♣✐❝ s❡✉❧ ❧♦❝❛❧✐s❡ ♠✐❡✉① q✉❡ ❧❡ ❞✐♠❡r✳
❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ♣♦✉r ❧❛ ♣❧❛❣❡ ❞❡ ✈✐t❡ss❡s ✶✳✹✕✶✳✽ v/c✱ ❧❡ ❞✐♠❡r ❧♦❝❛❧✐s❡ ♠✐❡✉① q✉❡
❧❡ ♣✐❝ ✉♥✐q✉❡ ♣❛r ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ✸✳
❈❡tt❡ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❡t ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐❛t✐♦♥ ❞é♠♦♥tr❡♥t ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥
♦♥❞✉❧❛t♦✐r❡ ✭❡t ❞♦♥❝ ✐♥t❡r❢ér❡♥t✐❡❧❧❡✮ ❛✉ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❛✉q✉❡❧ ♥♦✉s
❛ss✐st♦♥s✳ P♦✉r ♠✐❡✉① ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♦♣t✐q✉❡
❧✐♥é❛✐r❡ q✉✐ ❡st s❡♠❜❧❛❜❧❡ à ♥♦tr❡ s②sté♠❡✳ ■❧ ❡st ✐❧❧✉stré s✉r ❧❛ ❋✐❣✳ ✺✳✻✳ P♦✉r ✐♠✐✲
t❡r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✉ ❞✐♠❡r✱ ♦♥ ❛ ❞❡✉① ❜❧♦❝s r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡s ❞✐é❧❡❝tr✐q✉❡s ❞✬é♣❛✐s✲
s❡✉r w ❡t ❛✈❡❝ ✉♥ ✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ré❢r❛❝t✐♦♥ n′✳ ▲❡s ❞❡✉① ❜❧♦❝s s♦♥t sé♣❛rés ♣❛r ✉♥❡
✽✵
❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ▲♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦♥❞❡♥s❛t ✐♥❤♦♠♦❣è♥❡ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡
❞✬✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❡♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t
w
ℓ
w a
n′n n′n n
1 2 3 4 5
❋✐❣✳ ✺✳✻✿ ❙❝❤é♠❛ t❤é♦r✐q✉❡ ♦♣t✐q✉❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ré✢❡❝✲
t✐♦♥ ❞✬✉♥ s❡✉❧ ❞✐♠❡r ❞✬✐♠♣✉r❡tés✳ ❆✉ ❧✐❡✉ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ♣✐❝s ❣❛✉ss✐❡♥s ❝♦♠♠❡
❞❛♥s ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❛✈❡❝ ❧❡ ❇❊❈✱ ♦♥ ❡♠♣❧♦✐❡ ✐❝✐ ❞❡s ❜❧♦❝s r❡❝t❛♥✲
❣✉❧❛✐r❡s ❞✬é♣❛✐ss❡✉r w ❡s♣❛❝és ♣❛r ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ a ❡t ❛✈❡❝ ✉♥ ✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ré❢r❛❝t✐♦♥
n′✳ ▲✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❛♠❜✐❛♥t ❛ ✉♥ ✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ré❢r❛❝t✐♦♥ n✳ ❖♥ ❝❛❧❝✉❧❡✱ ♣♦✉r ❧❡
❞✐♠❡r✱ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ré✢❡❝t✐♦♥ r15 ❡t✱ ♣♦✉r ❧❡ ♣✐❝ s❡✉❧✱ r13✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ♦♣t✐q✉❡
♣rés❡♥t ❡st ✉♥ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ❤♦♠♦❣è♥❡✳
❞✐st❛♥❝❡ a = ℓ−w✳ ◗✉❛♥t à ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❛♠❜✐❛♥t✱ ✐❧ ❛ ✉♥ ✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ré❢r❛❝✲
t✐♦♥ n = 1✳ ❖♥ ❛ ✉♥❡ ♦♥❞❡ ❡♥tr❛♥t❡ ✧✐♥✧ q✉✐ ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ é♥❡r❣✐❡ E = mv2/2 ❡t
✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞✬♦♥❞❡ κ = mv/~✳ ▲❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❆♥❞❡rs♦♥ s✬ét✉❞✐❡ ❞❛♥s ✉♥ ré✲
❣✐♠❡ ❞❡ ❞és♦r❞r❡ ❢❛✐❜❧❡ ♦ù ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❝✐♥ét✐q✉❡ ❞❡ ❧✬♦♥❞❡ ❡st ♥❡tt❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r❡
❛✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❞és♦r❞r❡ ✿ ✐✳❡✳mv2 ≫ V0✳ ❆✐♥s✐✱ ♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞✬♦♥❞❡
❞❡ ❧✬♦♥❞❡ s♦rt❛♥t❡ ✧♦✉t✧ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t κ′ = κ
√
1− V0/E ≃ κ(1−V0/2E) ✭❞❛♥s
❧❡s ré❣✐♦♥s ♦ù ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❞és♦r❞r❡ ❡st ♣rés❡♥t✮✳ ◗✉❛♥t à ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ré❢r❛❝✲
t✐♦♥ ❞❡s ❜❧♦❝s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❧✬❡①♣r✐♠❡r ❝♦♠♠❡ n′ ≃ 1 + V0/mv2✳ ▲❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡
ré✢❡❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✐♠ér✐q✉❡ ✭❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ✶ à ❧❛ ③♦♥❡ ✺✮
❡st
r15 =
r12 + r25e
2iα
1 + r12r25e2iα
✭✺✳✶✺✮
♦ù α = n
n′
κw✳ ▲❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t r25 ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à
r25 =
r23 + r35e
2iβ
1 + r23r35e2iβ
✭✺✳✶✻✮
♦ù β = κa✳ ◗✉❛♥t ❛✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t r35✱ ✐❧ ❡st ✿
r35 =
r34 + r45e
2iα
1 + r34r45e2iα
. ✭✺✳✶✼✮
❖♥ ❛ ❛✉ss✐ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✿
r34 = r12 = −r23 = −r45 = n− n
′
n+ n′
. ✭✺✳✶✽✮
✺✳✸✳ ❙②stè♠❡ ♣✐é❣é ✽✶
-12
-8
-4
1 2 3 4
ln
(R
)
v/c
❋✐❣✳ ✺✳✼✿ ❘és✉❧t❛t ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ♦❜t❡♥✉ s✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♦♣t✐q✉❡ ❤♦♠♦❣è♥❡
❧✐♥é❛✐r❡✳ ▲❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠❡ ❞❡ ❧❛ ré✢❡❝t✐✈✐té ✱ lnR✱ ✈❡rs✉s ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t
v ❞✬✉♥❡ s❡✉❧❡ str✉❝t✉r❡ ❞✬✐♠♣✉r❡té ✭v ❛ été ♠✐s à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ s♦♥
❞✉ ❇❊❈ c✮✳ ▲❛ ❧✐❣♥❡ ✈❡rt❡ ❡♥ ♣♦✐♥t✐❧❧és ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❝❛s ❞✬✉♥ ❞✐♠❡r ✭♣❛✐r ❞❡
♣✐❝s✮ ❬❊q✳ ✭✺✳✶✾✮❪ ❡t ❧❛ ❧✐❣♥❡ r♦✉❣❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❝❛s ❞✬✉♥ s❡✉❧ ♣✐❝ ❞❡
❞✬✐♠♣✉r❡té❬❊q✳ ✭✺✳✷✵✮❪✳
❆✉ ✜♥❛❧✱ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t r15 ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✐♠ér✐q✉❡ ♣❡✉t êtr❡ ❡①♣r✐♠é s♦✉s ❧❛
❢♦r♠❡ ✿
r15 = r12 ×
[−1− 2e2iα + e2iβ + r212e4iα + r212e2i(α+β) − 2e2i(β+2α)]
1− 2r212e2iα + r212e4iα + r212e2iβ − 2r212e2i(α+β) + 2r412e2i(2α+β)
✭✺✳✶✾✮
P♦✉r ✉♥ ♣✐❝ s❡✉❧✱ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ré✢❡❝t✐♦♥ ❡st ✿
r13 =
r12(1− e2iα)
1− r212e2iα
. ✭✺✳✷✵✮
◆♦✉s s♦♠♠❡s ✐♥tér❡ssés ♣❛r ❧❡s ré✢❡❝t✐✈✐tés R❞✐♠❡r = |r15|2 ❡t R♣✐❝ s❡✉❧ = |r13|2✳
▲❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞✉ ❧♦❣❛r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝❡s q✉❛♥t✐tés ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ v/c
❡st ♠♦♥tré s✉r ❧❛ ❋✐❣✳ ✺✳✼✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞❡s
lnR r❡ss❡♠❜❧❡ é♥♦r♠é♠❡♥t à ❝❡❧✉✐ ❞❡s rés✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞❡s ln(N❧♦❝/N)✳
❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉①✱ ♦♥ ♣❡✉t ♦❜s❡r✈❡r q✉❡ ❧❡ ♠✐✲
♥✐♠✉♠ ❞❡ lnR❞✐♠❡r s❡ ♣r♦❞✉✐t à ✉♥ v/c ✭v/c ∼ 2✮ s✉♣ér✐❡✉r ❞✉ ln(N❧♦❝/N) ❞✉
❞✐♠❡r ✭v/c ∼ 1.2✮✳ ❈❡tt❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❞✉ ♠✐♥✐♠✉♠ ♣❡✉t êtr❡ ❞û à ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡
♥♦♥✲❤♦♠♦❣é♥é✐té ❡t ❞❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐té ❞❛♥s ❧❡ s❝❤é♠❛ ♦♣t✐q✉❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ré❢èr❡
à ❞❡s ❜♦❝s r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡s ♣❧✉tôt q✉❡ ❞❡s ♣✐❝s ❞✬✐♠♣✉r❡té ❞❡ ❢♦r♠❡ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡✳
➬❛ ✈❛✉t ❧❛ ♣❡✐♥❡ ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡ ♠♦❞é❧❡ ♦♣t✐q✉❡ ❣é♥èr❡ ✉♥❡ ❞é❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ t♦✲
t❛❧❡ R = 0 ❧♦rsq✉❡ α = π✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❝❤❛q✉❡ ✐♠♣✉r❡té q✉✐ ❥♦✉r ❧❡ rô❧❡
✽✷
❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ▲♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦♥❞❡♥s❛t ✐♥❤♦♠♦❣è♥❡ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡
❞✬✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❡♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t
❞✬✉♥❡ ❝❛✈✐té✳ ❈❡❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à v ≫ c✳
❉❡s ❜r✐❜❡s ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ ❝♦♥❞❡♥s❛t ❧♦rsq✉❡ ❧✬✐♠♣✉r❡té ❧❛ tr❛✲
✈❡rs❡ s♦♥t ♣rés❡♥té❡s s✉r ❧❛ ❋✐❣ ✺✳✽✳ ▲❛ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞✉ ❤❛✉t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ♣✐❝
✉♥✐q✉❡ t❛♥❞✐s q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❜❛s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❞✐♠❡r✳ ❖♥ ❛ v = 1.4c ❞❛♥s ❧❡s
❞❡✉① ❝❛s✳ ❖♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡ ❧❡ ❞✐♠❡r ♣❡rt✉r❜❡ ❧❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t ♣❧✉s ❞❡ ❞❡✉① ❢♦✐s
♣❧✉s q✉❡ ❧❡ ♣✐❝ ✉♥✐q✉❡✳ ▲❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ♠❛ss❡ ❞✉ ❇❊❈ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ❞✐♠❡r ❡st
❞é♣❧❛❝é ♣❛r ♣❧✉s ❞❡ tr♦✐s ❢♦✐s ♣❧✉s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ♣✐❝ s❡✉❧✳ ❆ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ ❞❡
❧❛ ❋✐❣✳ ✺✳✺✱ ✐❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ ❝❡ rés✉❧t❛t ♥✬❡st ♣❛s ❣é♥ér❛❧ ❡t ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡
❞❡ tr❛î♥é❡ ❞❡ ❧✬✐♠♣✉r❡té✳ ❆❧♦rs q✉✬à ❝❡rt❛✐♥❡s ✈✐t❡ss❡s✱ ❧❡ ❞✐♠❡r ♣❡✉t tr❛î♥❡r
❧❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t ♣❧✉s q✉❡ ❞❡✉① ♣✐❝s ♥♦♥✲❝♦rré❧és✱ à ❞✬❛✉tr❡s ✈✐t❡ss❡s✱ ❝✬❡st ❧❡ ♣✐❝
✉♥✐q✉❡ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡ q✉❡ ❧❡ ❞✐♠❡r✳
✺✳✸✳✺ ❘és✉❧t❛ts ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✬✐♠♣✉r❡tés
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡✛❡❝t✉é ❞❡s ét✉❞❡s ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦♥❞❡♥s❛t ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✷✵✹ µ♠ ❡t ✉♥❡ ❞✐s✲
tr✐❜✉t✐♦♥ ❞✬✐♠♣✉r❡tés ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r 485 µ♠✳
❖♥ ❛ ✉t✐❧✐sé ✉♥❡ ♣❧❛❣❡ ❞❡ ✸✼ ✈✐t❡ss❡s ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✉ ❞és♦r❞r❡ ♦ù v =
[0.65− 1.83]c = [1.40− 3.98]♠♠✴s ✭❛✈❡❝ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ s♦♥ ét❛♥t c ≈ 2.2♠♠✴s✮✳
❊♥tr❡ ✸ ❡t ✷✹ ❞✐✛ér❡♥t❡s ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞❡ ❞és♦r❞r❡ ♦♥t été ❡♠♣❧♦②és ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡
✈✐t❡ss❡✳ ▲❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦♥t ❞✉ré ❡♥tr❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡♠❡♥t ✸ ❡t ✹ ❝②❝❧❡s ❞❡
ωz✳ ❉❡s ❝②❝❧❡s ❞❡ t❡♠♣s ♣❧✉s ❧♦♥❣✉❡s ♥✬ét❛✐❡♥t ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❝❛r✱ ♣♦✉r ♥♦tr❡
♣❧❛❣❡ ❞❡ ✈✐t❡ss❡s✱ ❧❛ ✧❧♦❝♦♠♦tr✐❝❡✧ ❞✉ ❞és♦r❞r❡ r❡♠♦rq✉❡r❛✐t ❧❡s ❛t♦♠❡s ❞✉
❝♦♥❞❡♥s❛t tr♦♣ ✧❤❛✉t✧ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♣✐è❣❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ❡t✱ ❛✐♥s✐✱ ❧❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t
r❡t♦✉r♥❡r❛✐t ✈❡rs ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞✉ ♣✐è❣❡ ✉♥❡ ❢♦✐t ❧❡ ♣♦✐♥t t♦✉r♥❛♥t zf ❛tt❡✐♥t✳
❈♦♠♠❡ ♦♥ ❧✬❛ ❡①♣❧✐q✉é ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✸✱ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞✬❛t♦♠❡s
❧♦❝❛❧✐sés ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥
N❧♦❝
N
=
∆zc.m.
∆z❞✐s
. ✭✺✳✶✶✮
◆♦tr❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❛ été ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♣❛r❝♦✉r✉❡ ♣❛r ❧❡ ❜❛r②❝❡♥tr❡
❞✉ ❝♦♥❞❡♥s❛t✱ ∆zc.m.✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ❛✉ ♠ê♠❡ t❡♠♣s ♣r✐s ♣❛r ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡
❞és♦r❞r❡ ♣♦✉r ♣❛r❝♦✉r✐r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ∆z❞✐s✳ ❖♥ ❛ ✉t✐❧✐sé ✉♥❡ s❡✉❧❡ ✈❛❧❡✉r ♣♦✉r
∆z❞✐s✱ ∆z❞✐s = 96µ♠✱ ♣♦✉r t♦✉t❡s ♥♦s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❞❡ ❞és♦r❞r❡ ❡t t♦✉t❡s ♥♦s
✈✐t❡ss❡s v✳ ❉♦♥❝✱ ♣♦✉r ❧❡s ✈✐t❡ss❡s ♣❧✉s ❤❛✉t❡s✱ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ q✉✬♦♥
❛✈❛✐t ❜❡s♦✐♥ ét❛✐t ♣❧✉s ❝♦✉rt✳ P♦✉r ❧❡s t❡♠♣s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts à ∆z❞✐s = 96µ♠✱
❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♣❛r❝♦✉r✉❡ ♣❛r ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ♠❛ss❡ ❞✉ ❇❊❈ ét❛✐t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♣❧✉s
❝♦✉rt q✉❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧✬♦s❝✐❧❧❛t❡✉r ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ z ✭✐✳❡✳
ℓz =
√
~/(mωz)✮✳
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❋✐❣✳ ✺✳✽✿ Pr♦✜❧s ❞❡ ❞❡♥s✐té ✐♥té❣ré ρ˜ ✭✈♦✐r ❊q✳✭✶✳✻✽✮ ❀ ❡♥ ✉♥✐té ℓ−10 ≡ ℓ−1⊥ ✮
✈❡rs✉s ♣♦s✐t✐♦♥ z ✭❡♥ ✉♥✐té ℓ0 ≡ ℓ⊥✮✳ ▲❛ ❝♦❧♦♥♥❡ ✈❡rt✐❝❛❧❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ❡st ♣♦✉r
❧❡ ❝❛s ❞✉ ♣✐❝ ❡t ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❡st ♣♦✉r ❧❡ ❞✐♠❡r s❡✉❧✳ ▲❡s ❞❡✉① ❣r❛♣❤✐q✉❡s ❡♥
❤❛✉t s♦♥t à t = 0.75/ωz✱ ❝❡✉① ❛✉ ♠✐❧✐❡✉ s♦♥t à t = 1.5/ωz ❡t ❝❡✉① ❡♥ ❜❛s s♦♥t
à 2.4/ωz✳ ▲❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✉ ❞és♦r❞r❡ ❡st v = 1.4 c✳
◆♦s rés✉❧t❛ts s♦♥t ♠♦♥trés s✉r ❧❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s ❞❡ ❋✐❣✳✺✳✾ ♣♦✉r ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s
✭❉✐s✶✮✱ ✭❉✐s✷✮ ❡t ✭❉✐s✸✮ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❛♣✲
♣❛r❛ît ✈ér✐t❛❜❧❡♠❡♥t ♣♦✉r t♦✉t ♠♦❞è❧❡ à v > 0.9c✳ ❖♥ ♣❡✉t ❧✬❛ttr✐❜✉❡r à ❧❛
✽✹
❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ▲♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦♥❞❡♥s❛t ✐♥❤♦♠♦❣è♥❡ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡
❞✬✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❡♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t
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❋✐❣✳ ✺✳✾✿ ❋r❛❝t✐♦♥ ❞✬❛t♦♠❡s ❧♦❝❛❧✐sés✱ N❧♦❝/N ✱ ✈❡rs✉s ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t
v ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✬✐♠♣✉r❡tés à tr❛✈❡rs ❧❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t ✭v ❡st ❡♥ ✉♥✐té ❞❡ c✮✳ ▲❡s
ét♦✐❧❡s ✈❡rt❡s ✭♣♦✐♥t✐❧❧és ✈❡rts✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ♠♦②❡♥♥❡s ✭❜❛rr❡s ❞✬❡rr❡✉r✮
♦❜t❡♥✉❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❊❞✇❛r❞s ✧r❛♥❞♦♠ ❞✐♠❡r ♠♦❞❡❧✧ ✭▼❊✲❘❉▼✮
❡t ❧❡s ❝r♦✐① r♦✉❣❡s ✭❧✐❣♥❡s r♦✉❣❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s✮ ❛✉① ♠♦②❡♥♥❡s ✭❜❛rr❡s ❞✬❡rr❡✉r✮
♦❜t❡♥✉❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❊❞✇❛r❞s ❜r✉✐té ❜❧❛♥❝ ✭▼❊✲❇❇✮✳ ❋✐❣✉r❡ ❞✉
❤❛✉t ✿ rés✉❧t❛ts ♣♦✉r ✭❉✐s✶✮ ♦ù n❞✐s ≃ 0.12λ˜−1 ❡t ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡♥tr❡ ✷
♣✐❝s d = λ˜✳ ❋✐❣✉r❡ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ✿ rés✉❧t❛ts ♣♦✉r ✭❉✐s✷✮ ♦ù n❞✐s ≃ 0.5λ˜−1 ❡t d = λ˜✳
❋✐❣✉r❡ ❞✉ ❜❛s ✿ rés✉❧t❛ts ♣♦✉r ✭❉✐s✸✮ ♦ù n❞✐s ≃ 0.5λ˜−1 ❡t d = λ˜/2✳
✺✳✸✳ ❙②stè♠❡ ♣✐é❣é ✽✺
✈✐t❡ss❡ ❧♦❝❛❧❡ ❞✉ s♦♥✱ q✉✐ ❡st ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ c ❞û ❛✉ ♣✐é❣❡❛❣❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ❬✺✵❪ ♦✉
à ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♥♦♥✲♥✉❧❧❡ ❞✉ ❞és♦r❞r❡ ❬✹✽❪✳ ▲❡ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞✬❛t♦♠❡s ❧♦❝❛❧✐sés ❡st
❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❢❛✐❜❧❡ ♣♦✉r t♦✉t❡s ♥♦s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ❞és♦r❞r❡ ❀ ✉♥❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥ à
❝❡❧❛ ♣❡✉t êtr❡ ❧❡ Nloc/N ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭❉✐s✷✮ ✭❞❡ ▼❊✲❇❇ ❡t ▼❊✲❘❉▼✮ ❛✉✲
t♦✉r ❞❡ v ≃ 1.6c ✭✐❧❧✉stré s✉r ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ❞❡ ❋✐❣✳✺✳✾✮✳ ❙✐ ♦♥ r❡t♦✉r♥❡ ❛✉
❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛✉t♦✲❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✭❉✐s✷✮✱✭❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉
❞❡ ❋✐❣✳✺✳✸✮✱ ♦ù n❞✐s ≃ 0.5λ˜−1 ❡t d = λ˜✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞
♣✐❝ ❞✉ ▼❊✲❘❉▼ ♥✬❡st ♣❛s ❡①❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ♣❧✉s ❤❛✉t q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞✉ ▼❊✲❇❇ ♦ù
❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ❞és♦r❞r❡ r❡♥❞ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ t♦♠❜❡r s✉r ✉♥ ♣✐❝ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡✳
❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ♣♦✉r ❧❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞✉ ❤❛✉t ❞❡ ❋✐❣✳✺✳✾ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❝❛s ❞❡
❢❛✐❜❧❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ❞és♦r❞r❡ ❞❡ ✭❉✐s✶✮ ♦ù ❧à ❥✉st❡♠❡♥t ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡s
❞✉ s❡❝♦♥❞ ♣✐❝ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s ▼❊✲❘❉▼ ❡t
▼❊✲❇❇ ✭✈♦✐r ❋✐❣✳✺✳✸✮ ❡st ♥❡tt❡♠❡♥t ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡✱ ♦♥ ❝♦♥st❛t❡ ✉♥❡ ❞✐✛é✲
r❡♥❝❡ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❡s Nloc/N ❞✉ ▼❊✲❘❉▼ ❡t ▼❊✲❇❇✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧✬❛❧❧✉r❡
♦s❝✐❧❧❛♥t❡ ❞✉ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞✉ ❤❛✉t ❞❡ ❋✐❣✳✺✳✸ s❡♠❜❧❡ r❡♣r♦❞✉✐r❡ ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❝❛s à
✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞✬✐♠♣✉r❡té q✉✬♦♥ ❛✈❛✐t ♦❜t❡♥✉ ❞❛♥s ❧❛ ❋✐❣✳✺✳✺✳ ❖♥ s❡ r❛♣♣❡❧❧❡
❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✹ q✉✬♦♥ ❛✈❛✐t ét❛❜❧✐ ✉♥❡ ❝❛✉s❡ ♦♥❞✉❧❛t♦✐r❡ ✐♥t❡r❢ér❡♥t✐❡❧❧❡
✭❡t ❞♦♥❝ q✉❛♥t✐q✉❡✮ à ♥♦tr❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s❡✉❧❡ str✉❝t✉r❡ ❞✬✐♠✲
♣✉r❡té ✭♥♦t❛♠♠❡♥t ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦rt❡ s✐♠✐❧❛r✐té q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❞❡s ❋✐❣s✳✺✳✺
❡t ✺✳✼✮✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ r❡ss❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❡♥tr❡ ❧❡s Nloc/N ♣♦✉r ✉♥❡
s❡✉❧❡ str✉❝t✉r❡ ❞✬✐♠♣✉r❡té ❡t ❞❡s Nloc/N ❞❡ ❧❛ sér✐❡ ❞✬✐♠♣✉r❡tés ❞❡ ✭❉✐s✶✮ ♣❡✉t
♣❡r♠❡ttr❡ ❞✬ét❛❜❧✐r ✉♥ rô❧❡ ♦♥❞✉❧❛t♦✐r❡✱ ❡t ❞♦♥❝ q✉❛♥t✐q✉❡✱ ❛✉ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡
❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ♦❜s❡r✈♦♥s ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✉ ❞és♦r❞r❡
❞❛♥s ✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ♥♦♥✲❤♦♠♦❣è♥❡✳ ❈❡❧❛ ❝♦♥st✐t✉❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❝❡tt❡
ét✉❞❡✳ ❖♥ r❡♠❡t ❝❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s r❡ss❡♠❜❧❛♥ts ❡♥✲❞❡ss♦✉s✳
❆✐♥s✐✱ ✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ✉♥❡ ♣❛rt q✉❛♥t✐q✉❡ ❛✉ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐✲
s❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❞❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ❞és♦r❞r❡ ✭❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉①
tr❛✈❛✉① ❞❡ ❬✶✷✷❪ q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ré❛❧✐s❛❜❧❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❧❡♠❡♥t✮ ❡st ❞❡ ♠❡ttr❡
❡♥ ÷✉✈r❡ ❞❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❞és♦r❞r❡ ❡t ❞❡ ❝♦♥tr❛st❡r ❡♥tr❡ ❧❡ ❞és♦r❞r❡
♥♦♥✲❝♦rré❧é ❡t ❝❡❧✉✐ ❝♦rré❧é✳
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭❉✐s✸✮ ❛✈❡❝ n❞✐s ≃ 0.5λ˜−1 ❡t d = λ˜/2 ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉
❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞✉ ❜❛s ❞❡ ❋✐❣✳✺✳✾✳ ❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✹✱ ♦♥ s✬❛tt❡♥❞❛✐t à ❝❡ q✉❡ ❧❛
❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞✉ ❞✐♠❡r ❥♦✉r ✉♥ rô❧❡ ♠✐♥❡✉r ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝❡ q✉✐ s❡♠❜❧❡
êtr❡ ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡ ♣✐❝ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ❞❡ ❋✐❣✳✺✳✾ ✭❉✐s✷✮
❡st s✉♣♣r✐♠é ✳
P♦✉r ♥♦tr❡ ❛✉tr❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥✱ ❧❡ ♣♦✐♥t ❞✬✐♥✢❡①✐♦♥ zf ✱ q✉✐ ❡st ❧✐é❡ à ❧❛
✽✻
❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ▲♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦♥❞❡♥s❛t ✐♥❤♦♠♦❣è♥❡ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡
❞✬✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❡♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t
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❋✐❣✳ ✺✳✶✵✿ ❘és✉❧t❛t
❛♥❛❧②t✐q✉❡ ♦❜t❡♥✉ s✉r
❧❛ ❜❛s❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡
♦♣t✐q✉❡ ❤♦♠♦❣è♥❡
❧✐♥é❛✐r❡ ♣♦✉r ✉♥❡ s❡✉❧❡
str✉❝t✉r❡ ❞✬✐♠♣✉r❡té
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❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❝❛s ❞✬✉♥
s❡✉❧ ♣✐❝ ❞❡ ❞✬✐♠♣✉r❡té✳
❋✐❣✳ ✺✳✶✶✿ ❘és✉❧t❛t ♥✉✲
♠ér✐q✉❡ ♦❜t❡♥✉ ❛✈❡❝ ✉♥❡
s❡✉❧❡ str✉❝t✉r❡ ❞✬✐♠♣✉✲
r❡té q✉✐ tr❛✈❡rs❡ ✉♥ ❇❊❈
♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ♣✐é❣é ❤❛r✲
♠♦♥✐q✉❡♠❡♥t✳ ▲❡s ét♦✐❧❡s
✈❡rt❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à
✉♥ s❡✉❧ ❞✐♠❡r ❡t ❧❡s ❝r♦✐①
r♦✉❣❡s à ✉♥ s❡✉❧ ♣✐❝✳
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❋✐❣✳ ✺✳✶✷✿ ❘és✉❧t❛t ♥✉✲
♠ér✐q✉❡ ♦❜t❡♥✉ ❛✈❡❝ ✉♥❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✬✐♠♣✉r❡tés
✭❉✐s✶✮ q✉✐ tr❛✈❡rs❡♥t ✉♥
❇❊❈ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ♣✐é❣é
❤❛r♠♦♥✐q✉❡♠❡♥t♣♦✉r✳
▲❡s ét♦✐❧❡s ✈❡rt❡s ❝♦rr❡s✲
♣♦♥❞❡♥t ❛✉ ▼❊✲❘❉▼
❡t ❧❡s ❝r♦✐① r♦✉❣❡s ❛✉
▼❊✲❇❇✳
❢♦r❝❡ ❞❡ tr❛✐♥é❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♣❛r ❊q✳✭✺✳✶✸✮✱ ❡st ✐❧❧✉stré❡ s✉r ❧❛ ❋✐❣✳✺✳✶✸ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ v/c✳ ▲❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ▼❊✲❇❇ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à n❞✐s = 0.5λ˜
−1 ❡t d = λ˜/2 ❡t ❧❛
❝♦✉r❜❡ ❞❡ ▼❊✲❘❉▼ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à n❞✐s = 0.5λ˜
−1 ❡t d = λ˜✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ ✉♥❡
s✐♠✐❧✐t✉❞❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r❝❡ ❞❡ tr❛✐♥é❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❡t ❧❛ ❢r❛❝t✐♦♥
❞✬❛t♦♠❡s ❧♦❝❛❧✐sés✳ ❆✐♥s✐✱ ✉♥❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ❢♦r❝❡ ❞❡ tr❛✐♥é❡ s✐❣♥✐✜❡ ♠♦✐♥s ❞❡
s✉♣❡r✢✉✐❞✐té ❡t ❞♦♥❝ ♣❧✉s ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥✳
❖♥ r❡♠❛rq✉❡r❛ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❞✉ ▼❊✲❘❉▼ ✭❋✐❣s✳✺✳✾ ❡t ✺✳✶✸✮✱ ♦♥
❛ ✉♥ ét♦✉✛❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ré❣✐♦♥ ❞❡ v ≃ 0.9− 1.3c ❡t ♣✉✐s ✉♥
❛❝❝r♦✐ss❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡s ✈✐t❡ss❡s ❛✉✲❞❡❧à✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
s✐♠✐❧❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✬✉♥ s❡✉❧ ❞✐♠❡r ❞❛♥s ❧❛ ❋✐❣✳✺✳✺✳
❖♥ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t t❡sté ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡s ✐♠♣✉r❡tés✱ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ✉♥❡ ❢♦r♠❡ r❡❝t❛♥❣✉✲
❧❛✐r❡ ❛✉ ❧✐❡♥ ❞✬✉♥❡ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ♠♦♥trés s✉r ❧❛ ❋✐❣✳✺✳✶✹✳
▲❡ ▼❊✲❇❇ ❡st ♣r✐s ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ✭❉✐s✶✮ ❡t ❧❡ ▼❊✲❘❉▼ ❡st ♣r✐s ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ✭❉✐s✷✮✳
❖♥ ♥❡ ❝♦♥st❛t❡ ♣❛s ❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡s s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡s ❛✈❡❝ ❧❡ ❝❛s ❞❡s ✐♠♣✉r❡tés ❣❛✉s✲
s✐❡♥♥❡s✳
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❋✐❣✳ ✺✳✶✸✿ P♦✐♥t ❞✬✐♥✢❡①✐♦♥ zf ✭❡♥ ✉♥✐té a⊥ ≡ ℓ⊥✮ ✈❡rs✉s ✈✐t❡ss❡ ❞✉ ❞és♦r❞r❡
v ✭❡♥ ✉♥✐té ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ s♦♥ c✮✳ ▲❡s ❝r♦✐① r♦✉❣❡s s♦♥t ♣♦✉r ❧❡ ▼❊✲❇❇ ❛✈❡❝
n❞✐s = 0.5λ˜
−1 ❡t d = λ˜/2 ✭❉✐s✸✮✱ ❧❡s ét♦✐❧❡s ✈❡rt❡s s♦♥t ♣♦✉r ❧❡ ▼❊✲❘❉▼ ❛✈❡❝
n❞✐s = 0.5λ˜
−1 ❡t d = λ˜ ✭❉✐s✷✮✳
✺✳✸✳✻ ▲♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❛t♦♠❡s ❞❡ ❧❛ q✉❡✉❡ ❞✉ ❇❊❈
❯♥❡ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ♣❧✉s ❧❡♥t❡ ❞✉ ❇❊❈ ♣♦✉rr❛✐t s✐❣♥✐✜❡r ✉♥ r❛❧❡♥t✐ss❡✲
♠❡♥t ❣❧♦❜❛❧ ❞✉ ❝♦♥❞❡♥s❛t✳ ❆✜♥ ❞❡ ❥✉st✐✜❡r ♥♦tr❡ r❡❧❛t✐♦♥N❧♦❝/N = ∆z❝♠/∆z❞✐s✱
♦♥ ♣♦rt❡ ♥♦tr❡ r❡❣❛r❞ s✉r ❧❛ q✉❡✉❡ ❞✉ ❝♦♥❞❡♥s❛t✳ ■❧ ❢❛✉t s❛✈♦✐r q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s
q✉❡✉❡s ❞✬✉♥ ❝♦♥❞❡♥s❛t✱ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ s♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ✭✈♦✐r ❊q✳✭✶✳✺✼✮✮ ❡st ♣❧✉s ❜❛ss❡
❝❛r ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡s ❛t♦♠❡s ❡st ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡✳ ❆✐♥s✐✱ ✐❧ ❡st ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ❜r✐s❡r ❧❛
s✉♣❡r✢✉✐❞✐té ❞❛♥s ❧❡s q✉❡✉❡s ❞✬✉♥ ❝♦♥❞❡♥s❛t q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ tr♦♥❝ ❝❡♥tr❛❧ ✭✈♦✐r
❞✐s❝✉ss✐♦♥ s✉r ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ▲❛♥❞❛✉ ❧♦❝❛❧✱ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✱ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✸✮✳ ❆✐♥s✐✱ ✜①❡r
s♦♥ r❡❣❛r❞ s✉r ❧❛ q✉❡✉❡ ❞✉ ❝♦♥❞❡♥s❛t ♣❡✉t s✬❛✈ér❡r êtr❡ ✉t✐❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♠♣ré✲
❤❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❤②s✐q✉❡ ❞✉ s②stè♠❡✳
❖♥ s✬❡st ❝♦♥❝❡♥tré s✉r ❧❛ q✉❡✉❡ ❛✈❛♥t ❡t✱ ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t ❡♥t✐❡r✱ ♦♥
❛ ❞é❞✉✐t ❧❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞✬❛t♦♠❡s ❧♦❝❛❧✐sés ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✿
N❧♦❝ t❛✐❧
Nt❛✐❧
=
∆zc.m.tail
∆z❞✐s
. ✭✺✳✷✶✮
Nt❛✐❧ ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ❞✬❛t♦♠❡s ❞❛♥s ❧❛ q✉❡✉❡ ❛✈❛♥t ❞✉ ❇❊❈✱ ∆zc.m.tail ❡st ❧❛
❞✐st❛♥❝❡ ♣❛r❝♦✉r✉❡ ♣❛r ❧❡ ❜❛r②❝❡♥tr❡ ❞❡ ❧❛ q✉❡✉❡ ❛✈❛♥t ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❞✉ré❡
❞❡ t❡♠♣s q✉❡ ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❞és♦r❞r❡ s✬❡st ❞é♣❧❛❝é ♣❛r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ∆z❞✐s✳ ▲❡
❜❛r②❝❡♥tr❡ ❞❡ ❧❛ q✉❡✉❡ ❛✈❛♥t ❡st
zc.m.tail =
∫ +∞
ztail,lower
dzz|f(z, t)|2. ✭✺✳✷✷✮
✽✽
❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ▲♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦♥❞❡♥s❛t ✐♥❤♦♠♦❣è♥❡ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡
❞✬✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❡♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t
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❋✐❣✳ ✺✳✶✹✿ ❋r❛❝t✐♦♥ ❞✬❛t♦♠❡s ❧♦❝❛❧✐sés✱N❧♦❝/N ✱ ✈❡rs✉s ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t
v ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✬✐♠♣✉r❡tés à tr❛✈❡rs ❧❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t ✭v ❡st ❡♥ ✉♥✐té ❞❡ c✮
♣♦✉r ❞❡s ✐♠♣✉r❡tés r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡s✳ ▲❡ ▼❊✲❇❇ ❡st ♣r✐s ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ✭❉✐s✶✮ ❡t ❧❡
▼❊✲❘❉▼ ❡st ♣r✐s ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ✭❉✐s✷✮✳
♦ù ztail,lower ❡st ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥ à ♣❛rt✐r ❞✉q✉❡❧❧❡ ❧❡s Nt❛✐❧ ❛t♦♠❡s ❝♦♠✲
♠❡♥❝❡♥t à ♣❡✉♣❧❡r ❧❡ ❇❊❈ ❥✉sq✉✬à z → +∞✳ ❖♥ ❛ r❡❣❛r❞é tr♦✐s ❞✐✛ér❡♥t❡s
t❛✐❧❧❡s ❞❡ ❧❛ q✉❡✉❡ ❛✈❛♥t ✿ ✶✪✱ ✺✪ ❡t ✶✵ ✪ ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡ t♦t❛❧❡✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts
❞❡ ❧❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞✬❛t♦♠❡s ❧♦❝❛❧✐sés ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❞❡ ✶✪ ✭❡t ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s
❞❡ ▼❊✲❇❇ ❡t ▼❊✲❘❉▼✮ s♦♥t ♠♦♥trés s✉r ❧❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞✉ ❤❛✉t ❞❡ ❋✐❣✳✺✳✶✺✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ❝♦♥st❛t❡ ✉♥❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣r❡sq✉❡ t♦t❛❧❡ ❞❡s ❛t♦♠❡s ❞❡ ❧❛ q✉❡✉❡
❞❛♥s ❧❛ ♠ê♠❡ ré❣✐♦♥ ❞❡ ✈✐t❡ss❡s s✉♣❡rs♦♥✐q✉❡s ♦ù ♦♥ ✈♦✐t ❧✬❛❝❝r♦✐ss❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛
❢r❛❝t✐♦♥ ❞✬❛t♦♠❡s ❧♦❝❛❧✐sés ♣♦✉r ❧❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t ❡♥t✐❡r✳ ❉❛♥s ❧❡s ❝❛s ❞❡s q✉❡✉❡s
❞❡ ✺✪ ❡t ✶✵✪ ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡ t♦t❛❧❡✱ ♠♦♥trés r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t s✉r ❧❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s
❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ❡t ❞✉ ❜❛s ❞❡ ❋✐❣✳✺✳✶✺✱ ♦♥ ♥♦t❡ ❞❡s t❛✉① ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❡♥✈✐r♦♥
✺✵✪✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ♥♦s rés✉❧t❛ts ♣♦✉r ❧❡s ❛t♦♠❡s ❞❡ ❧❛ q✉❡✉❡ ❞é♠♦♥tr❡♥t
q✉❡ ♥♦✉s ♦❜s❡r✈♦♥s ✈ér✐t❛❜❧❡♠❡♥t ✉♥ ❡✛❡t ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣♦✉r ♥♦tr❡ ❇❊❈ ❡t
♣❛s ✉♥ ❡✛❡t ❞❡ tr❛î♥é❡ ♣❧✉s ❧❡♥t❡ ❞✉ ❝♦♥❞❡♥s❛t✳
✺✳✸✳✼ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡
❆✈❡❝ ✉♥ tr❛✐♥ ❞✬✐♠♣✉r❡tés✱ ❧❡ ✜❧♠ ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❛t♦♠✐q✉❡ ❡st ❝❧❛✐✲
r❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ ❝❡❧✉✐ ♣♦✉r ✉♥❡ s❡✉❧❡ str✉❝t✉r❡ ❞✬✐♠♣✉r❡té ✭s❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✺✮✳
◆♦t❛♠♠❡♥t✱ ❡t ❝❡ q✉✐ ❡st ❛ss❡③ é✈✐❞❡♥t✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛t♦♠❡s tr❛î♥és ❡st ❜✐❡♥
♣❧✉s ❣r❛♥❞✳ ▲❛ ❋✐❣✳ ✺✳✶✻ ♠♦♥tr❡ ❧❡s ❝❧✐❝❤és ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞✉ ❇❊❈ t♦✉t❡s ♣r✐s❡
❛✉ ♠ê♠❡ t❡♠♣s ✭❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❞✬à ♣❡✉ ♣rès 96µm ≃ 200ℓ⊥
♣❛r❝♦✉r✉❡ ♣❛r ❧❡ ❞és♦r❞r❡✮ ❡t ♣♦✉r tr♦✐s ✈✐t❡ss❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✱ v = 1.2 c, 1.5 c ❡t
✺✳✸✳ ❙②stè♠❡ ♣✐é❣é ✽✾
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❋✐❣✳ ✺✳✶✺✿ ❋r❛❝t✐♦♥ ❞✬❛t♦♠❡s ❧♦❝❛❧✐sés ❞❡ ❧❛ q✉❡✉❡ ❛✈❛♥t ❞✉ ❇❊❈ ✈❡rs✉s ❧❛
✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✉ ❞és♦r❞r❡ v ✭❡♥ ✉♥✐té ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ s♦♥ c✮✳ ▲❡
❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞② ❤❛✉t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✶✪ ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡ t♦t❛❧❡✱ ❝❡❧✉✐ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ à ✺✪
❡t ❝❡❧✉✐ ❞✉ ❜❛s à ✶✵✪✳ ▲❡s ❝r♦✐① r♦✉❣❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉ ▼❊✲❇❇ ❡t ❧❡s ét♦✐❧❡s
✈❡rt❡s ❛✉① ▼❊✲❘❉▼✳ ▲❡s tr♦✐s ❣r❛♣❤✐q✉❡s s♦♥t ❝❛❧❝✉❧és ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ✭❉✐s✶✮✳
✾✵
❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ▲♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦♥❞❡♥s❛t ✐♥❤♦♠♦❣è♥❡ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡
❞✬✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❡♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t
1.8 c✳ ▲❛ r❛♥❣é❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ▼❊✲❇❇ ❡t ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❛✉ ▼❊✲
❘❉▼✳ ▲❛ ❞❡♥s✐té ❞❡s ♣✐❝s ❞✬✐♠♣✉r❡té ❡st n❞✐s ≃ 0.12λ˜−1 ≃ 0.16♣✐❝s✴µ♠✳ ■❧
❡st ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ✈✐s✐❜❧❡ q✉❡ ❧❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❞❡♥s✐té δn(z) s♦♥t ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s
✐rré❣✉❧✐èr❡s q✉❡ ❝❡❧❧❡s ♣♦✉r ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞✬✐♠♣✉r❡té✳ ❊♥ ❝♦♥❢♦r♠✐té ❛✈❡❝ ❧❡s
rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞✬❛t♦♠❡s ❧♦❝❛❧✐sés N❧♦❝/N ✈❡rs✉s v ✭✈♦✐r ❋✐❣✳ ✺✳✾✮✱ ♦♥
r❡♠❛rq✉❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ✐❝✐ q✉❡ s♦✐t ❧❡ ❞és♦r❞r❡ ▼❊✲❇❇ s♦✐t ❝❡❧✉✐ ▼❊✲❘❉▼ tr❛î♥❡
♣❧✉s ❞✬❛t♦♠❡s ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧✳ ❆ v = 1.2 c
❝✬❡st ❧❡ ▼❊✲❇❇ q✉✐ ❡st ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡✱ ❛❧♦rs q✉✬à v = 1.5 c ❝✬❡st ❧❡ ▼❊✲❘❉▼✳
❉❛♥s ❧❛ ❋✐❣✳ ✺✳✶✼✱ ♦♥ ❛ ❧❡ r❛♣♣♦rt ❞✉ ❜❛r②❝❡♥tr❡ z❝♠ à ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♣❛r❝♦✉r✉❡
♣❛r ❧❡ ❞és♦r❞r❡ vt ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ vt à ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ❞♦♥♥é❡✳ ❖♥ ❛ tr♦✐s ❣r❛♣❤✐q✉❡s
♣♦✉r ❧❡s tr♦✐s ✈✐t❡ss❡s v = 1.2 c, 1.5 c ❡t 1.8 c✳ ❖♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡ z❝♠/vt ❞é♣❡♥❞
❜✐❡♥ ❞✉ t❡♠♣s ❡t✱ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❝❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❡s ❛t♦♠❡s ♦♥t ❜❡s♦✐♥ ❞❡
t❡♠♣s ♣♦✉r êtr❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡r ♣❛r ❧❡ ❞és♦r❞r❡ ♠♦✉✈❛♥t ❡t s❡s ❡✛❡ts ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡ r❡t❛r❞ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ♠❛ss❡ ♣❡✉t êtr❡ ❛ttr✐❜✉é
❛✉ t❡♠♣s q✉✬✐❧ ❢❛✉t ♣♦✉r q✉❡ ❧❡ ♣❛q✉❡t ❞✬♦♥❞❡ s❡ ❞✐✛✉s❡ ❞✬✉♥ ♣✐❝ ❞✬✐♠♣✉r❡té
à ✉♥ ❛✉tr❡✳ ❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉✬à
❝❤❛q✉❡ ✈✐t❡ss❡ ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❞❡ ▼❊✲❇❇ ❡t ❞❡ ▼❊✲❘❉▼ ♥❡ s❡ ❝r♦✐s❡♥t ♣❛s✱ ❝❡ q✉✐
❞é♠♦♥tr❡ q✉❡ s✐ ✉♥ t②♣❡ ❞❡ ❞és♦r❞r❡ ❡st ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡ à tr❛î♥❡r ❧❡s ❛t♦♠❡s✱ ❛❧♦rs
✐❧ ❧✬❡st à t♦✉t ❧❡ t❡♠♣s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞✉ r❡t❛r❞ ❛✉ ❞é❜✉t✳ ❉❛♥s ❧❛ ❋✐❣✳ ✺✳✶✽✱
♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧❡s ♠ê♠❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s ♠❛✐s ♣♦✉r ❧❡ ❜❛r②❝❡♥tr❡ ❞❡ ❧❛ q✉❡✉❡ ❛✈❛♥t ❞✉
❇❊❈ ♣❡✉♣❧é ♣❛r ✶✪ ❞❡s ❛t♦♠❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ❣r❛♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s ❛t♦♠❡s tr❛î♥és
♣r♦✈✐❡♥♥❡♥t ❞❡ ❧❛ q✉❡✉❡✳ ❈❡ q✉✐ s❡ ♣❛ss❡ ❞❛♥s ❧❛ q✉❡✉❡ ♥✬❡st ♣❛s ❝❡ q✉✐ s❡ ♣❛ss❡
❞❛♥s ❧❡ ❝❡♥tr❡ à ❝❛✉s❡ ❞✬✉♥❡ ❞❡♥s✐té ♥♦♥✲❤♦♠♦❣è♥❡ ✭♣✐é❣❡❛❣❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡✮✳ ■❧
② ❛ ✉♥❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ❞❡♥s✐té ❡t ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡st ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡✳
✺✳✸✳ ❙②stè♠❡ ♣✐é❣é ✾✶
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❋✐❣✳ ✺✳✶✻✿ Pr♦✜❧s ❞❡ ❞❡♥s✐té ✐♥té❣ré ρ˜ ✭✈♦✐r ❊q✳✭✶✳✻✽✮ ❀ ❡♥ ✉♥✐té ℓ−10 ≡ ℓ−1⊥ ✮
✈❡rs✉s ♣♦s✐t✐♦♥ z ✭❡♥ ✉♥✐té ℓ0 ≡ ℓ⊥✮✳ ▲❛ ❝♦❧♦♥♥❡ ✈❡rt✐❝❛❧❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ❡st ♣♦✉r ❧❡
▼❊✲❇❇ ❡t ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ ♣♦✉r ❧❡ ▼❊✲❘❉▼✳ ▲❡s ❞❡✉① ❣r❛♣❤✐q✉❡s ❡♥ ❤❛✉t s♦♥t
♣♦✉r v/c = 1.2✱ ❝❡✉① ❛✉ ♠✐❧✐❡✉ s♦♥t ♣♦✉r v/c = 1.5 ❡t ❝❡✉① ❡♥ ❜❛s s♦♥t ♣♦✉r
v/c = 1.8✳ ❚♦✉s ❧❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s s♦♥t ✐❧❧✉strés à ❞❡s t❡♠♣s q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à
❧❛ ♠ê♠❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♣❛r❝♦✉r✉❡ ♣❛r ❧❡ ❞és♦r❞r❡✳
✾✷
❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ▲♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦♥❞❡♥s❛t ✐♥❤♦♠♦❣è♥❡ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡
❞✬✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❡♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t
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❋✐❣✳ ✺✳✶✼✿ ❇❛r②❝❡♥tr❡ ❞❡ ❇❊❈ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t vt ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧
❞és♦r❞♦♥♥é✳ ▲❛ ❧✐❣♥❡ ❜❧❡✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ▼❊✲❇❇ ❡t ❧❛ r♦✉❣❡ à ▼❊✲❘❉▼✳ ▲❡
❣r❛♣❤❡ ❡♥ ❤❛✉t à ❣❛✉❝❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à v/c = 1.2✱ ❝❡❧✉✐ ❡♥ ❤❛✉t à ❞r♦✐t❡ à
v/c = 1.5 ❡t ❝❡❧✉✐ ❡♥ ❜❛s à v/c = 1.8✳
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❋✐❣✳ ✺✳✶✽✿ ▼ê♠❡ ❝❤♦s❡ q✉❡ ❧❛ ❋✐❣✳✺✳✶✼ ♠❛✐s ❛✈❡❝ ❧❡ ❜❛r②❝❡♥tr❡ ❞❡ ❧❛ q✉❡✉❡
❛✈❛♥t ztail ✭1% ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡ t♦t❛❧❡✮✳
✺✳✹✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✾✸
✺✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s
◆♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧
❞és♦r❞♦♥♥é ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✜♥✐❡ à tr❛✈❡rs ✉♥ ❇❊❈ q✉❛s✐✲✶❉ ♥♦♥✲❤♦♠♦❣è♥❡✳ ❉û à
❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t❡ ❞✉ ♣✐è❣❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡✱ ♥♦✉s ♥❡ s♦♠♠❡s ❥❛♠❛✐s ❞❛♥s
❧✬ét❛t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❡t ❛♥❛❧②t✐q✉❡♠❡♥t tr❛✐t❛❜❧❡ ❞❡ P❛✉❧ ❡t ❛❧✳ ❬✶✷✸✱ ✶✷✷❪✳ ❊♥
r❡✈❛♥❝❤❡✱ ♥♦tr❡ s②stè♠❡ ❡st ♣❧✉s ✐♥t❡r❡ss❛♥t ❡t ♣❡rt✐♥❡♥t ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❡①✲
♣ér✐♠❡♥t❛❧ ét❛♥t ❞♦♥♥é q✉✬✉♥ ❝♦♥❞❡♥s❛t ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ♠❛✐♥t❡♥✉ q✉✬❛✈❡❝ ❧✬❛✐❞❡
❞✬✉♥ ♣✐é❣❡❛❣❡✳ ◆♦✉s ♥❡ s♦♠♠❡s ♣❛s é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ♠ê♠❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ q✉❡
❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❆s♣❡❝t à P❛r✐s ❬✻❪ ♦✉ ❞❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❋❧♦r❡♥❝❡ ❬✼❪ ♦ù
❧❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t s❛♥s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✭♦✉ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡s✮ ❡st r❡❧❛❝❤é ❞❡ s♦♥
♣✐é❣❡❛❣❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ❡t s❡ ❞✐✛✉s❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞és♦r❞♦♥♥é ✜①❡✳ ❆✐♥s✐✱
♥♦tr❡ ét✉❞❡ ♠ê❧❡ à ❧❛ ❢♦✐s ❞és♦r❞r❡ ❡t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳
❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉ ❝❛s ❤♦♠♦❣è♥❡ ❬✶✷✸✱ ✶✷✷❪✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s tr♦✉✈é q✉❡ s❡✉❧❡♠❡♥t
✉♥❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞❡s ❛t♦♠❡s s♦♥t ❧♦❝❛❧✐sés✳ ❈❡ rés✉❧t❛t s❡♠❜❧❡ êtr❡ ré❝♦♥❢♦rté ♣❛r
❧✬ét✉❞❡ ❞❡ P❡③③é ❡t ❛❧✳ ❬✶✷✹❪ q✉✐ tr♦✉✈❡ ✉♥❡ ❝♦✲❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬ét❛ts ❧♦❝❛❧✐sés ❡t
ét❛ts ét❡♥❞✉s ❞❛♥s ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ♣❧❛❣❡ ❞✬é♥❡r❣✐❡s ♣♦✉r ✉♥ ❣❛③ ❜♦s♦♥✐q✉❡ ♣✐é❣é
s❛♥s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡t s♦✉♠✐s à ✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞és♦r❞♦♥♥é ✜①❡✳
◆♦tr❡ ❛r♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ♣♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r ✉♥ ❝❛r❛❝tèr❡ ✐♥t❡r❢ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❛✉ ♣❤é✲
♥♦♠è♥❡ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ q✉❡ ❧✬♦♥ tr♦✉✈❡ ❡st ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡
❞és♦r❞r❡✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❊❞✇❛r❞s ♦ù ❧❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s r❡♥tr❡♥t ❡♥ ❥❡✉
❞û à ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ♣✐❝s ✭❡t ♥♦♥ ❧❡✉rs ❛♠♣❧✐t✉❞❡s✮✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡
♣♦t❡♥t✐❡❧s ✿ ✶✮ ✉♥ ♠♦❞é❧❡ ❞✬❊❞✇❛r❞s ♥♦♥✲❝♦rré❧é ✭▼❊✲❇❇✮ ❡t ✷✮ ✉♥ ♠♦❞é❧❡
❞✬❊❞✇❛r❞s ♦ù ❧❡s ♣✐❝s ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t t♦✉❥♦✉rs ❡♥ ♣❛✐rs s✬✐♥s♣✐r❛♥t ❞✉ ✧r❛♥❞♦♠
❞✐♠❡r ♠♦❞❡❧✧ ✭▼❊✲❘❉▼✮✳ ▲❡ ▼❊✲❘❉▼ ❢❛✐t s✉❜✐r ❛✉ ❇❊❈ ✉♥❡ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ ♦✉
❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✉
❞és♦r❞r❡✱ ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t r❡✢été ❛✈❡❝ ✉♥ s❡✉❧ ❞✐♠❡r ❡t ❞❛♥s ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡
♦♣t✐q✉❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ▲✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ q✉❡✉❡ ❞✉ ❝♦♥❞❡♥s❛t
♥♦✉s ❛ ré❝♦♥❢♦rté ❞❛♥s ♥♦tr❡ ♦♣✐♥✐♦♥ q✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢r❛❝✲
t✐♦♥ ❞❡s ❛t♦♠❡s ❡t ♥♦♥ ❞✬✉♥❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❧❡♥t❡ ❞✉ ❇❊❈ ❡♥t✐❡r✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛✉ss✐
❝❛❧❝✉❧é ❧❛ ❢♦r❝❡ ❞❡ tr❛î♥é❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❡t ♠♦♥tré q✉✬✐❧ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé ❝♦♠♠❡ ♠❡✲
s✉r❡ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥✳ ▲✬❡✛❡t ❞❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s ❡st ❝❛♠♦✉✢é ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡s
♣✐❝s ❞✬✐♠♣✉r❡tés ❡st ❛❝❝r✉ ❝❛r ✐❧ ❞❡✈✐❡♥t ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝✐❡r ❡♥tr❡ ✉♥❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❞✐♠❡rs ❡t ✉♥❡ ❛✈❡❝ ♥♦♠❜r❡✉① ♣✐❝s ✉♥✐q✉❡s✳

❈❤❛♣✐tr❡ ✻
❆ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✉ tr❛♥s♣♦rt
q✉❛♥t✐q✉❡ ❡♥ ❡♥❣❡♥❞r❛♥t ❞❡s
❝♦rré❧❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡ s♣❡❝❦❧❡
✻✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣♦✉rs✉✐✈r❡ ❧❛ ❧✐❣♥é ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✉ ♣ré❝é❞❡♥t
❝❤❛♣✐tr❡✳ ◆♦✉s ❝♦♠♣t♦♥s ❝♦♥s♦❧✐❞❡r ❧❡s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❞✉ ♣ré❝é❞❡♥t ❝❤❛♣✐tr❡✳ ❆
❝❡tt❡ ✜♥✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ✉t✐❧✐sé ❧❡ s♣❡❝❦❧❡✱ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❧✉♠✐♥❡✉① ♣❛r ❡①❝❡❧❧❡♥❝❡ ❝❤❡③
❧❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t❡✉rs ❞❡s ❛t♦♠❡s ❢r♦✐❞s✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❥♦✉❡r s✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✉ s♣❡✲
❝❦❧❡ ❛✜♥ ❞❡ ❝ré❡r ❞❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s ✐♥é❞✐t❡s ❡t ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s♣❡❝tr❛❧❡✱
s❛♥s ❝❤❛♥❣❡r ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞✉ ❞✐s♣♦s✐t✐❢✳ ❈❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s ❛✉r♦♥t ❧❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐té
❞✬êtr❡ ❛❝❝♦r❞❛❜❧❡s ❛✈❡❝ ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ s❡❧♦♥ ❧❛ ✈♦❧♦♥té ❞❡ ❧✬❡①♣ér✐♠❡♥t❛t❡✉r✳
❈❡tt❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ❞✉ s♣❡❝❦❧❡ s❡r❛ ❡♥s✉✐t❡ ❛♥❛❧②sé❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❞❡
❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ à ✉♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡ ❛✈❡❝ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①♣♦s❛♥t ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈✳ ❆✉
✜♥❛❧✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡r❛ ❧❡ s♣❡❝❦❧❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡t s❛ ✈❛r✐❛♥t❡ ❞❛♥s ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡
❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ❞és♦r❞r❡ à tr❛✈❡rs ✉♥ ❇❊❈ ♣✐é❣é✳ ❖♥ ❡①♣❧♦✐t❡r❛ ❝❡tt❡ ♥❛t✉r❡
❛❝❝♦r❞❛❜❧❡ ❞❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥t❡ ❞✉ s♣❡❝❦❧❡ ♣♦✉r s❡ ♠❡ttr❡ ❞❛♥s ❧❡
❜♦♥ ré❣✐♠❡ ❞❡s ✈✐t❡ss❡s✱ ❧✐♠✐té ♣❛r ❧❛ s✉♣❡r✢✉✐❞✐té ❡t ❧❛ ♥♦♥✲❤♦♠♦❣é♥é✐té ❞✉
♣r♦❜❧è♠❡✳ ▲❛ ❝♦♥❝♦r❞❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ à ✉♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡ ❡t ❝❡❧❧❡ ❞✉
❇❊❈ ♣✐é❣é ét❛❜❧✐r❛ ❧❛ s♦❧✐❞✐té ❞❡ N❧♦❝/N ❝♦♠♠❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐✲
s❛t✐♦♥✳ ❖♥ ét❛❜❧✐r❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ♣❛ss❛❣❡ ❡♥tr❡ ❧❡ tr❛♥s♣♦rt q✉❛♥t✐q✉❡ ❡t ❧❡
tr❛♥s♣♦rt ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡♥ ❛✉❣♠❡♥t❛♥t ❧✬✐♥t❡♥s✐té ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s s♣❡❝❦❧❡s✳
✻✳✷ ❈ré❡r ❞❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s ❛❝❝♦r❞❛❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡
s♣❡❝❦❧❡
◆♦✉s s✐♠✉❧♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ❧❡ ❞✐s♣♦s✐t✐❢ ❞é❝r✐t ♣❛r ❧❛ ❋✐❣✳✻✳✶ ✭r❡♣r♦❞✉✐t❡
❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✱ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✶✮✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✉♥ ❧❛s❡r ❝♦❤ér❡♥t q✉✐ ✐❧❧✉♠✐♥❡ ✉♥❡
♣❧❛q✉❡ ❞✐✛✉s❛♥t❡ ♣❡✉♣❧é❡ ❞❡ tr♦✉s ❞✐✛✉s❡✉rs ♣♦s✐t✐♦♥♥és ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t✳ ▲❡s
♦♥❞❡s ❞✐✛r❛❝tés s♦♥t ❡♥s✉✐t❡ ❢♦❝❛❧✐sé❡s ♣❛r ✉♥❡ ❧❡♥t✐❧❧❡ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢♦❝❛❧❡ f ✳ ❆✉
✾✻
❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❆ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✉ tr❛♥s♣♦rt q✉❛♥t✐q✉❡ ❡♥ ❡♥❣❡♥❞r❛♥t
❞❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡ s♣❡❝❦❧❡
α
β
❋✐❣✳ ✻✳✶✿ ▲❛s❡r q✉✐ ✐❧❧✉♠✐♥❡ ✉♥❡ ♣❧❛q✉❡ ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ ❞✐✛✉s❡✉rs ✭✧❞✐✛✉s❡r✧✮
♣♦s✐t✐♦♥♥és ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t✱ ♣✉✐s q✉✐ ❡st ❢♦❝❛❧✐sé ♣❛r ✉♥❡ ❧❡♥t✐❧❧❡ ✭✧❧❡♥s✧✮ ♣♦✉r
✜♥❛❧❡♠❡♥t ♣r♦❞✉✐r❡ ❞✉ s♣❡❝❦❧❡ s✉r ❧✬é❝r❛♥ ✭✧♦❜s✧✮✳ ▲❛ ❧❡♥t✐❧❧❡ ❛ ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡
❢♦❝❛❧❡ f ❡t ❡❧❧❡ ❡st ♣♦s✐t✐♦♥♥é❡ à ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ z ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡✳ α ❡t β s♦♥t ❧❡s
❛①❡s ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡ ❡t✱ x ❡t y s♦♥t ❧❡s ❛①❡s tr❛♥s✈❡rs❛❧❡s à ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❡
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✉ ❧❛s❡r✳
❋✐❣✳ ✻✳✷✿ ✭❛✮ P❧❛q✉❡ ❞✐✛✉s❛♥t❡ ♣♦✉r ✉♥ s♣❡❝❦❧❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✳ ▲❡s tr♦✉s ❞✐✛✉s❡✉rs
s♦♥t ♣♦s✐t✐♦♥♥és ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ t♦t❛❧❡♠❡♥t ❛❧é❛t♦✐r❡✳ ✭❜✮ P❧❛q✉❡ ❞✐✛✉s❛♥t❡ ♣♦✉r
✉♥ ❘❛♥❞♦♠ ❉✐♠❡r s♣❡❝❦❧❡✳ ▲❡s tr♦✉s s♦♥t ❞✐♠ér✐sés✳
✜♥❛❧✱ ✉♥ s✐❣♥❛❧ s♣❡❝❦❧❡ ❡st ♦❜s❡r✈é s✉r ❧✬é❝r❛♥✳ ▲❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧✱ s❡❧♦♥ ❧❛ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥
❋r❛✉♥❤♦❢❡r✱ ♣❡✉t êtr❡ ❞é❝r✐t ♣❛r
ISpeckle(x, y) = Ih(x, y)
∣∣∣∣∣
Nh∑
j=1
e
− 2πi
λLf
(xαj+yβj)
∣∣∣∣∣
2
✭✻✳✶✮
♦ùNh ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tr♦✉s ❞❛♥s ❧❛ ♣❧❛q✉❡ ❞✐✛✉s❛♥t❡✱ Ih(x, y) ❡st ❧❛ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥
❞✬✉♥ s❡✉❧ tr♦✉ ❡t (αj, βj) s♦♥t ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥és ❞✉ tr♦✉ j✳ Pr❡♥❛♥t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ tr♦✉
s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣❡t✐t❡✱ Ih(x, y) ❡st ❛❧♦rs ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❛♥s ❧❛ ré❣✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❞♦♥t ✐❧
❡st q✉❡st✐♦♥✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉❡ ❧❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s ❞✉ s♣❡❝❦❧❡ s♦♥t ❝❛r❛❝tér✐sé❡s
♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s✐♥❝2 ❡t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ s♣❡❝tr❛❧❡ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ tr✐❛♥❣❧❡ q✉✐
✻✳✷✳ ❈ré❡r ❞❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s ❛❝❝♦r❞❛❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡ s♣❡❝❦❧❡ ✾✼
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δz/σR
❋✐❣✳ ✻✳✸✿ ❋♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛✉t♦✲❝♦rré❧❛t✐♦♥ ♥♦r♠❛❧✐sé❡✱ c(δz)✱ ✈❡rs✉s δz ✭❡♥ ✉♥✐té
❞❡ σR✮✳ ▲❛ ❧✐❣♥❡ r♦✉❣❡ ❡♥ ♣♦✐♥t✐❧❧és ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ s♣❡❝❦❧❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡t ❧❛ ❧✐❣♥❡
♥♦✐r❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❛✉ ❘❉ s♣❡❝❦❧❡✳ ❖❜t❡♥✉❡ ♣♦✉r d = 1.20❝♠ ❡t L = 2❝♠✳
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❋✐❣✳ ✻✳✹✿ ❋♦♥❝t✐♦♥ s♣❡❝tr❛❧❡ S(q) ✭❡♥ ✉♥✐té ❞❡ 1/σR✮ ✈❡rs✉s q ✭❡♥ ✉♥✐té ❞❡
1/σR✮✳ ▲❛ ❧✐❣♥❡ r♦✉❣❡ ❡♥ ♣♦✐♥t✐❧❧és ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ s♣❡❝❦❧❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡t ❧❛ ❧✐❣♥❡
♥♦✐r❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❛✉ ❘❉ s♣❡❝❦❧❡✳ ❖❜t❡♥✉❡ ♣♦✉r d = 1.20❝♠ ❡t L = 2❝♠✳
❞é❝r♦ît ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t à ③ér♦✳
▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ❥♦✉❡r s✉r ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡s tr♦✉s✳
▲❛ ♣❧❛q✉❡ ❞✐✛✉s❛♥t❡ ❞✬✉♥ s♣❡❝❦❧❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞♦♥♥❡ ❧❛ ❋✐❣✳✻✳✷✭❛✮✳ ◆♦✉s ♥♦✉s
r❛♣♣❡❧♦♥s ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ●♦♦❞♠❛♥✲❱❛♥ ❈✐tt❡rt✲❩❡r♥✐❦❡✱
❊q✳✭✹✳✷✶✮✱ q✉✬❛✜♥ ❞✬❛❧tér❡r ❧❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❧✉♠✐♥❡✉① à ❧✬é❝r❛♥✱ ✐❧
❢❛✉t ✐♥st❛✉r❡r ❞❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s tr♦✉s s✉r ✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ à ❧❛
✾✽
❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❆ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✉ tr❛♥s♣♦rt q✉❛♥t✐q✉❡ ❡♥ ❡♥❣❡♥❞r❛♥t
❞❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡ s♣❡❝❦❧❡
t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❡s tr♦✉s ❞✐♠ér✐sés✳ ▲✬✐❞é❡
❡st q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ ♣r❡♠✐❡r tr♦✉ à (αi, βi)✱ ✐❧ ② ❛ ✉♥ ❞❡✉①✐è♠❡ tr♦✉ à (αi, βj) ♦ù
|βi − βj| = d✳ d ét❛♥t ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ L✱ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✬✉♥ ❝ôté ❞❡ ❧❛
♣❧❛q✉❡✳ d ❡st ✜①❡ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ♣❛✐rs ❞❡ tr♦✉s✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ s✐ ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡
tr♦✉ (αi, βj) ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ q✉✬❡♥ ❞❡❤♦rs ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡✱ ❛❧♦rs ❧❡ ♣r❡♠✐❡r tr♦✉ r❡st❡
s❡✉❧✳ ▲❛ très ✈❛st❡ ♠❛❥♦r✐té ❞❡s tr♦✉s r❡st❡♥t ♥é❛♥♠♦✐♥s ❞✐♠ér✐sés✳ ❯♥ s❝❤é♠❛
❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ♣❧❛q✉❡ ❡st ✐❧❧✉stré s✉r ❧❛ ❋✐❣✳✻✳✷✭❜✮✳ ▲❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❡st ❛❧♦rs
IRDSpeckle(x, y) ∝
∣∣∣∣∣∣
Nh/2∑
j=1
[e
− 2πi
λLf
(xαj+yβj) + e
− 2πi
λLf
(xαj+y(βj+d)]
∣∣∣∣∣∣
2
∝
∣∣∣∣∣∣
Nh/2∑
j=1
e
− 2πi
λLf
(xαj+yβj)
∣∣∣∣∣∣
2
× 4 cos2
(
πyd
λLf
)
∝ ISpeckle(x, y)4 cos2
(
πyd
λLf
)
✭✻✳✷✮
▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ rés✉❧t❛♥t❡ ❡st ♠♦♥tré❡ s✉r ❧❛ ❋✐❣✳✻✳✸✳ ❊❧❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞
à ♣❡✉ ♣rès à ❧❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ s✐♥❝2 ❡t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s✐♥✉s♦ï❞❛❧❡✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ♥❡ ❞é❝r♦✐t ♣❛s à ③ér♦ ❡t
q✉✬✐❧ s❡♠❜❧❡ s✬❛❣✐r ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s st♦❝❤❛st✐q✉❡ ♥♦♥✲st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
s♣❡❝tr❛❧❡ ❡st ♠♦♥tré❡ s✉r ❧❛ ❋✐❣✳✻✳✹✳ ❖♥ ❛ ✉♥ ♣✐❝ ❛✐❣✉ q✉✐ ❛♣♣❛r❛ît à ❧❛ ♣♦✲
s✐t✐♦♥ q = d/(LσR)✳ ❖♥ ❝♦♥st❛t❡ ❜✐❡♥ ❝❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ s✉r ❧❛ ❋✐❣✳✻✳✺✳ ❆✐♥s✐✱ ♦♥
♣❡✉t ✈❛r✐❡r ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ♣✐❝ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ s♣❡❝tr❛❧❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ q ❡♥ ✈❛r✐❛♥t ❧❛
❞✐st❛♥❝❡ d sé♣❛r❛♥t ❧❡s tr♦✉s ❞✐♠ér✐sés ❞❛♥s ❧❡ ❙▲▼✳ ▲❡s ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❡❧❛
s♦♥t ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ♣♦✉r ❧❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t❡✉rs ❝❛r ❝❡ s♣❡❝❦❧❡ ♠♦❞✐✜é ❧❡✉r ♦✛r❡ ❧❛
♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ♣❧❛❝❡r ❧❡ ❤❛✉t ♣✐❝ s♣❡❝tr❛❧ ❞❛♥s t♦✉t ♣❧❛❣❡ é♥❡r❣ét✐q✉❡ r❡str❡✐♥t❡
♠ê♠❡ s✐ ❝❡tt❡ ♣❧❛❣❡ s✬❛✈èr❡ êtr❡ très étr♦✐t❡✳
❖♥ ❛ ❛✉ss✐ ❝♦♥s✐❞éré ❧❡ ❝❛s ♦ù ♣♦✉r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r tr♦✉ à (αi, βi)✱ ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ tr♦✉
s❡ tr♦✉✈❡ à (αi, βj) ❛✈❡❝ d − ∆d ≤ |βi − βj| ≤ d + ∆d✳ ∆d ❡st ✉♥❡ ❢r❛❝t✐♦♥
❞❡ d✳ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s s♣❡❝tr❛❧❡s ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥ts ❝❛s s♦♥t ✐❧❧✉stré❡s s✉r ❧❛ ❋✐❣✳✻✳✺✳
▲✬❡✛❡t ❞❡ ❝ré❡r ❞✉ ❜r✉✐t ❞❛♥s ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ d ❡st ❞❡ s✉♣♣r✐♠❡r ❧❡ ♣✐❝ ❞❡❧t❛
❡t ❞❡ ❝ré❡r à ❧❛ ♣❧❛❝❡ ✉♥ ❜✐❡♥ ♣❧✉s ♣❡t✐t ♣✐❝✳ ❆✐♥s✐✱ ❝❡tt❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛✉r❛
❜❡❛✉❝♦✉♣ ♠♦✐♥s ❞✬✐♠♣❛❝t ❧♦rs ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬❡①♣♦s❛♥t ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈✳ ❈♦♠♠❡
❡①♣❧✐q✉é ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ q✉❛♥❞ d ❛✉❣♠❡♥t❡✱
❧❡ ♣❡t✐t ♣✐❝ s❡ ❞é♣❧❛❝❡ ✈❡rs ❞❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞s q ❀ ❡♥ ❢❛✐t✱ ❧❡ ♣❡t✐t ♣✐❝ ❡st ♣♦s✐t✐♦♥♥é
à q = d/(LσR)✳
✻✳✸✳ ▲✬❡①♣♦s❛♥t ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❞✉ ❘❛♥❞♦♠ ❉✐♠❡r s♣❡❝❦❧❡ ✾✾
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σ
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qσR
d = 1.00cm, ∆d = ±0.10cm
d = 1.20cm, ∆d = ±0.15cm
d = 1.40cm, ∆d = ±0.20cm
❋✐❣✳ ✻✳✺✿ ❋♦♥❝t✐♦♥ s♣❡❝tr❛❧❡ S(q) ✭❡♥ ✉♥✐té ❞❡ 1/σR✮ ✈❡rs✉s q ✭❡♥ ✉♥✐té ❞❡
1/σR✮✳ ▲❛ ❧✐❣♥❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ r♦✉❣❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ s♣❡❝❦❧❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✳ ▲❛ ❧✐❣♥❡ ❜❧❡✉❡
♠❛r✐♥❡ ❡♥ ♣♦♥t✐❧❧és ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❘❉ s♣❡❝❦❧❡ ❛✈❡❝ d = 1.00❝♠ ❡t ∆d =
±0.10❝♠✱ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❜❧❡✉❡ ❝❧❛✐r❡ ❡♥ ♣♦♥t✐❧❧és à d = 1.20❝♠ ❡t ∆d = ±0.15❝♠ ❡t
❧❛ ❧✐❣♥❡ r♦s❡ ❡♥ ♣♦♥t✐❧❧és à d = 1.40❝♠ ❡t ∆d = ±0.20❝♠✳ ▲✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✉
❜r✉✐t ∆d ❢❛✐t ❡♥❧❛r❣✐r ❧❡ ♣✐❝ ✭❡t ❞✐♠✐♥✉❡r é♥♦r♠é♠❡♥t ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✉ ♣✐❝✮✳ ❖♥
♥♦t❡ ❛✉ss✐ q✉❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ d✱ ❧❡ ♣❡t✐t ♣✐❝ s❡ tr♦✉✈❡ à q = d/(LσR)✳ ❖❜t❡♥✉❡
♣♦✉r L = 2❝♠✳
◆♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ✉♥ ❡✛❡t ❞❡ ❜❛♥❞❡ ✐♥t❡r❞✐t❡ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❞❛♥s ♥♦tr❡ s②stè♠❡✳
❈❡❝✐ ❡st ♣r♦✉✈é ♣❛r ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡s ét❛ts ♠♦♥tré❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ❡t
♠♦♥tré❡ s✉r ❧❛ ❋✐❣✳✻✳✻
✻✳✸ ▲✬❡①♣♦s❛♥t ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❞✉ ❘❛♥❞♦♠ ❉✐♠❡r
s♣❡❝❦❧❡
▲✬❡①♣♦s❛♥t ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ γ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡ s❡✉❧❡ s♦✉♠✐s❡ ❛✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞és♦r✲
❞♦♥♥é ❡st ❝❛❧❝✉❧é s❡❧♦♥ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡①♣❧✐q✉é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ ✭s❡❝t✐♦♥ ✸✳✽✮✳ ■❧
❡st ✈r❛✐ q✉❡ ❧✬❛♣♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥✬❡st ♣❛s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡♠❡♥t r✐✲
❣♦✉r❡✉s❡ ét❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ♥♦tr❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❛❧é❛t♦✐r❡ s❡♠❜❧❡ êtr❡ ♥♦♥✲st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✳
❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ t❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ s✐❣♥❛❧ q✉✐
♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ s❛✈♦✐r ♦ù tr♦✉✈❡r ✉♥❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ♣❤②s✐q✉❡ ✭❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♥❡r✲
✶✵✵
❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❆ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✉ tr❛♥s♣♦rt q✉❛♥t✐q✉❡ ❡♥ ❡♥❣❡♥❞r❛♥t
❞❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡ s♣❡❝❦❧❡
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E/h¯ω⊥
❋✐❣✳ ✻✳✻✿ ❉❡♥s✐té ❞❡s ét❛ts ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ✭❡♥ ✉♥✐té ❞❡ ~ω⊥✱ ❛✈❡❝
ω⊥ = 2π × 235.8❍③✮✳ ❖♥ ✈♦✐t ✉♥❡ ❧é❣èr❡ ❞é♣r❡ss✐♦♥ ❛✈❛♥t E = 3~ω⊥ ♠❛✐s ♣❛s
✉♥❡ ❜❛♥❞❡ ✐♥t❡r❞✐t❡ ❞✬é♥❡r❣✐❡✳
❣✐❡✮ ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ❇❊❈ ❞és♦r❞♦♥♥é✳ ◆♦✉s
✉t✐❧✐s♦♥s ❝♦♠♠❡ ♦♥❞❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ (ψ0, ∂zψ0) = (1, k/ tan θ) ♦ù θ ❡st ✉♥ ❛♥❣❧❡ ❛❧é❛✲
t♦✐r❡ ♣r✐s ❞✬✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣❧❛❣❡ [0, 2π] ❬✶✸✷❪✳
▲✬♦♥❞❡ ❡st ♣r♦♣❛❣é❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡ 4× 106 ♣♦✐♥ts ❛✈❡❝ ✉♥ ♣❛s s♣❛✲
t✐❛❧ ❞❡ t❛✐❧❧❡ 0.03σR ❛✜♥ q✉❡ ❧❡s ❞ét❛✐❧s ❞❡ ❞és♦r❞r❡ s♦♥t ❜✐❡♥ r❡♣r♦❞✉✐ts✳ ❙♦✐t
✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ L = 1.2 × 105σR✳ ❆ ❧❛ ✜♥✱ ♦♥ ♠♦②❡♥♥❡ s✉r 104
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ t②♣❡ ❞❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞és♦r❞♦♥♥é✳ ▲❛ ♣❛rt✐❝✉❧❡ q✉✬♦♥
s✐♠✉❧❡ ❡st ✉♥ ❛t♦♠❡ ❞❡ r✉❜✐❞✐✉♠ 87❘❜ ✭♠❛ss❡ m = 87✉✮ s♦✉♠✐s à ✉♥ ❞és♦r❞r❡
V❞✐s =
√
< V >2 = 0.117~2/mσ2R✳ ▲❡ ❧❛s❡r q✉✐ ✐❧❧✉♠✐♥❡ ❧❡ ❙▲▼ ❛ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r
❞✬♦♥❞❡ λL = 532♥♠✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❞❡✉① tr♦✉s ❞❡ ❧❛ ♣❛✐r ❞✐♠ér✐✲
sé❡ ❡st d = 1.20❝♠✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ♠♦♥trés s✉r ❧❛ ❋✐❣✳✻✳✼✳ ❖♥ ❝♦♥st❛t❡
❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣✐❝ très ❛✐❣✉ ♣♦✉r ❧❡ ❘❉ s♣❡❝❦❧❡ ♣rès ❞❡ kσR = 2 ✭k ≡ kE✮✳
❈❡❝✐ ❡st ♣ré✈✐s✐❜❧❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ s♣❡❝tr❛❧❡ S(q) ✭✈♦✐r ❋✐❣✳✻✳✹✮ ❝❛r
❧✬❡①♣♦s❛♥t ❞❛♥s ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❇♦r♥ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❬✼✽❪
γ =
√
2π
2
(
m
~2q
)2
S(2q) ✭✻✳✸✮
♦ù q = kE/2π✳ ❈❡ ♣✐❝ ❡st ❡♥✈✐r♦♥ ✷✸ ❢♦✐s ♣❧✉t ❤❛✉t q✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ s♣❡❝❦❧❡
✻✳✸✳ ▲✬❡①♣♦s❛♥t ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❞✉ ❘❛♥❞♦♠ ❉✐♠❡r s♣❡❝❦❧❡ ✶✵✶
0.09
0.06
0.03
0
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❋✐❣✳ ✻✳✼✿ ❊①♣♦s❛♥t ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ γ ✭❡♥ ✉♥✐té ❞❡ 1/σR ♦ù σR ❡st ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r
❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞✉ s♣❡❝❦❧❡✮ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ kE =
√
2mE/~ ✭❡♥ ✉♥✐té ❞❡ 1/σR✮✳
▲❛ ❧✐❣♥❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ r♦✉❣❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ s♣❡❝❦❧❡ ♥♦r♠❛❧ ❡t ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❜❧❡✉❡ ❡♥
♣♦✐♥t✐❧❧és ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❘❛♥❞♦♠ ❉✐♠❡r s♣❡❝❦❧❡✳ ❖❜t❡♥✉❡ ❛✈❡❝ ♠♦②❡♥♥❛❣❡ s✉r
104 ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳
♥♦r♠❛❧ ❛✉ ♠ê♠❡ k✳ ❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉✬❛✈❡❝ ❧❡ ❘❉ s♣❡❝❦❧❡ à ❝❡tt❡ é♥❡r❣✐❡✱ ♦♥ ♣❡✉t
❧♦❝❛❧✐s❡r s✉r ✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ✷✸ ❢♦✐s ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ q✉✬❛✈❡❝ ❧❡ s♣❡❝❦❧❡ ♥♦r♠❛❧✳ ❖♥ ✈♦✐t
❛✉ss✐ q✉❡ ♣♦✉r 0 ≤ kσR . 1.2✱ ❧❡ ❘❉ s♣❡❝❦❧❡ ❧♦❝❛❧✐s❡ ♠✐❡✉① q✉❡ ❧❡ s♣❡❝❦❧❡ ♥♦r✲
♠❛❧✳ P✉✐s ♣♦✉r 1.2 . kσR . 1.8✱ ❧✬❡①♣♦s❛♥t ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❞✉ s♣❡❝❦❧❡ ❝❧❛ss✐q✉❡
❡st s✉♣ér✐❡✉r à ❝❡❧✉✐ ❞✉ ❘❉ s♣❡❝❦❧❡ ❜✐❡♥ q✉❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ s❡♠❜❧❡ très ❢❛✐❜❧❡
♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ré❣✐♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❀ ♥é❛♥♠♦✐♥s ❝❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t s❡r❛ é❣❛❧❡♠❡♥t
♣❡rt✐♥❡♥t ❞❛♥s ♥♦tr❡ ét✉❞❡ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❇❊❈✳
▲♦rsq✉✬♦♥ ✈❛r✐❡ ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❞❡✉① tr♦✉s ❞❡ ❧❛ ♣❛✐r ❞✐♠ér✐sé❡ d✱ ♦♥ ♦❜✲
t✐❡♥t ❧❛ ❋✐❣✳✻✳✽✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ♣❧✉s d ❛✉❣♠❡♥t❡✱ ♣❧✉s ❧❡ ♣✐❝ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥
s❡ ❞é♣❧❛❝❡ ✈❡rs ❞❡ ❤❛✉t kE✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ❧❡ ♣✐❝ s❡ tr♦✉✈❡ à dπσR/L✳ ❆✈❡❝ d ❝r♦✐ss❛♥t✱
❧❡ ♣✐❝ ❞❡✈✐❡♥t ♠♦✐♥s ❤❛✉t ❡t ♣❧✉s étr♦✐t✳ ▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ♦♥ r❡❣❛r❞❡ à γ ❡♥ é❝❤❡❧❧❡
❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡ s✉r ❧❛ ❋✐❣✳✻✳✾✳
❖♥ ❝♦♥st❛t❡ ❧❡ s❛✉t s♦✉❞❛✐♥ ❞✬é❝❤❡❧❧❡ à kE = πσR
✶ ❀ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✉ ✧❡✛❡❝t✐✈❡ ♠♦✲
✶❉❛♥s ▲✉❣❛♥ ❡t ❛❧✳ ❬✶✵✽✱ ✼✽❪✱ ❧❡ s❛✉t s♦✉❞❛✐♥ ❡st à kE = σR ❝❛r ✐❧s ❞é✜♥✐ss❡♥t σR = λLf/piL
✶✵✷
❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❆ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✉ tr❛♥s♣♦rt q✉❛♥t✐q✉❡ ❡♥ ❡♥❣❡♥❞r❛♥t
❞❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡ s♣❡❝❦❧❡
0.09
0.06
0.03
0
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0.4cm 1.2cm 1.0cm 1.40cm
❋✐❣✳ ✻✳✽✿ ❊①♣♦s❛♥t ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ γ ✭❡♥ ✉♥✐té ❞❡ 1/σR✮ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ kE =√
2mE/~ ✭❡♥ ✉♥✐té ❞❡ 1/σR✮✳ ❚♦✉t❡s ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉ ❘❉ s♣❡❝❦❧❡
♠❛✐s ❛✈❡❝ ❞❡s sé♣❛r❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❞❡✉① tr♦✉s ❞❡ ❧❛ ♣❛✐r ❞✐♠ér✐sé❡ d ❞✐✛ér❡♥t❡s✳
❖❜t❡♥✉❡ ❛✈❡❝ ♠♦②❡♥♥❛❣❡ s✉r 104 ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳
0.1
0.01
0.0001
1e-06
1e-08
1e-10
6420
γ
σ
R
kEσR
normal 1.2cm 1.40cm
❋✐❣✳ ✻✳✾✿ ❊❝❤❡❧❧❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡ ✿ ❡①♣♦s❛♥t ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ γ ✭❡♥ ✉♥✐té ❞❡ 1/σR✮
❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ kE =
√
2mE/~ ✭❡♥ ✉♥✐té ❞❡ 1/σR✮✳ ▲❛ ❧✐❣♥❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ r♦✉❣❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ s♣❡❝❦❧❡ ♥♦r♠❛❧ ❡t ❧❡s ❧✐❣♥❡s ❡♥ ♣♦✐♥t✐❧❧és ❛✉ ❘❉ s♣❡❝❦❧❡✳ ❖♥
❝♦♥st❛t❡ ❧❡ s❛✉t s♦✉❞❛✐♥ ❞✬é❝❤❡❧❧❡ à kE = πσR✱ ❝❡ q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ✉♥ ✧❡✛❡❝t✐✈❡
♠♦❜✐❧✐t② ❡❞❣❡✧✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡s ♣✐❝s ❛✉✲❞❡❧à ❞✉ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠♦❜✐❧✐t②
❡❞❣❡ à ❞❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s ❡♥t✐èrs ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ♣r❡♠✐❡r ♣✐❝✳ ❖❜t❡♥✉❡ ❛✈❡❝ ♠♦②❡♥♥❛❣❡
s✉r 104 ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳
❜✐❧✐t② ❡❞❣❡✧ ❞♦♥t ♦♥ ❛✈❛✐t ♣❛r❧é ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹ ✭s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✷✮✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡
é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡s ♣✐❝s ♣♦✉r ❧❡ ❘❉ s♣❡❝❦❧❡ ❛✉✲❞❡❧à ❞✉ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠♦❜✐❧✐t② ❡❞❣❡ à ❞❡s
♣♦s✐t✐♦♥s q✉✐ s♦♥t ❞❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s ❡♥t✐èrs ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ♣r❡♠✐❡r ♣✐❝✳
❛❧♦rs q✉❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ σR = λLf/L✮
✻✳✹✳ ▲❡ tr❛♥s♣♦rt ❞✉ ❇❊❈ ♣✐é❣é ✶✵✸
✻✳✹ ▲❡ tr❛♥s♣♦rt ❞✉ ❇❊❈ ♣✐é❣é
❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺✱ ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞és♦r❞♦♥♥é ❡st t✐ré à ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡
❝♦♥st❛♥t❡ v à tr❛✈❡rs ✉♥ ❇❊❈ ♣✐é❣é ❤❛r♠♦♥✐q✉❡♠❡♥t✳ ▲❡ s②stè♠❡ r❡st❡ ❞é✲
❝r✐t ♣❛r ❧❡ ♠ê♠❡ ♠♦❞è❧❡ ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶ ✭✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ ✶✳✽✮ ♣✉✐s
❞é❝r✐t ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺ ✭s❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✶✮✳ ◆✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t✱ ♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ à ✉t✐✲
❧✐s❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ s♣❧✐t✲st❡♣ ❋♦✉r✐❡r q✉✐ ❡st ❡①♣❧✐q✉é❡ ❞❛♥s ❧✬❆♥♥❡①❡ ❆✳ ◆♦✉s
❝♦♥t✐♥✉❡r♦♥s à ✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ❛t♦♠❡s ❞❡ r✉❜✐❞✐✉♠ 87❘❜✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ♥♦✉s ✉t✐✲
❧✐s❡r♦♥s ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✐✛ér❡♥ts ✿ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛t♦♠❡s ❡st N = 105✱ ω⊥ =
2π × 235.8❍③ ❡t ωz = 2π × 22.2❍③✳ ▲❡s ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞és♦r❞♦♥♥és ♦♥t ❝♦♠♠❡
♠♦②❡♥♥❡ Vdis =< V >= 0.16~ω⊥✳ ▲❛ ❞❡♥s✐té ❞✉ ❇❊❈ ❛✉ ❝❡♥tr❡ ❞✉ ♣✐è❣❡
❡st ❛❧♦rs n0 = 3.21 × 10−9♠−1✳ ▲❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❝❤✐♠✐q✉❡ ❡st µ = 7.86~ω⊥ =
1.22 × 10−30❏✳ ▲❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ s♦♥ ❛✉ ❝❡♥tr❡ ❞✉ ♣✐è❣❡ ❡st✷ c =
√
µ/2m =
2.06♠♠/s✳ ▲❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧✬♦s❝✐❧❧❛t❡✉r ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ❡st✸ ℓ⊥ = 702♥♠✳ ▲❛ t❛✐❧❧❡
❞❡ ❧❛ ❜♦ît❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡st L❜♦① = 3.42 × 10−4♠ ≃ 488ℓ⊥✱ ❞✐s❝rét✐sé❡ ❡♥
✹✵✾✻ ♣♦✐♥ts✳ ❈❡❝✐ ❡st ✹ ❢♦✐s ♠♦✐♥s q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺✱
♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❛✐♥s✐ ❞❡ ré❞✉✐r❡ é♥♦r♠é♠❡♥t ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ▲❡
♣❛s ❡♥ ❡s♣❛❝❡ ❡st ❛❧♦rs dz = 83.6♥♠ = 0.12ℓ⊥✳ ▲❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥
❞✉ ❝♦♥❞❡♥s❛t ❡st✹ ξ = ~/
√
mµ = 250♥♠ = 0.35ℓ⊥✱ ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡
❜✐❡♥ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❞❡♥s✐té✳ ▲❛ ❧♦♥✲
❣✉❡✉r ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞✉ s♣❡❝❦❧❡ ❡st σR = 0.86ℓ⊥ ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❛✐♥s✐ ❞❡
r❡♣r♦❞✉✐r❡ ✜❞è❧❡♠❡♥t ❧❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s ❞✉ ❞és♦r❞r❡✳ ▲❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ❝♦♥❞❡♥s❛t ❡st
2R❇❊❈ = 5.1× 10−5♠ = 72.7ℓ⊥✳ ◆♦✉s ❞é♣❧❛❝❡♦♥s ❧❡ ❞és♦r❞r❡ ♣❛r ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡
∆z❞✐s = 3.37×10−5♠ ≃ 56σR ≃ 48ℓ⊥✳ ❉♦♥❝ ♦♥ ❛ dz < ξ < σR ≪ ∆z❞✐s, 2R❇❊❈✳
▲❡ ♣❛s t❡♠♣♦r❡❧ ❡st dt = 675♥s = 0.001ω−1⊥ ✳ ▲❛ ♣❧❛❣❡ ❞❡s ✈✐t❡ss❡s ❛✉ q✉❡❧❧❡s
♦♥ tr❛î♥❡ ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞és♦r❞♦♥♥é ❡st v = [1.25− 3.90]♠♠/s = [0.60− 1.89]c✳
❖♥ ❝❤♦✐s✐t ✉♥ ❘❉✲s♣❡❝❦❧❡ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ❧❡ ♣✐❝ ❞❡ ❧✬❡①♣♦s❛♥t ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❝♦rr❡s✲
♣♦♥❞ à ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ v ≃ 1.1c ❡♥ ✐❞❡♥t✐✜❛♥t v à ~k/m ❀ ❝❡ q✉✐ ❡st ❛✉✲❞❡ss✉s
❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ s♦♥ ✭♣ré❞✐t❡ t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ✈✐t❡ss❡ ❝r✐t✐q✉❡ ♣♦✉r ❜r✐✲
s❡r ❧❛ s✉♣❡r✢✉✐❞✐té✮✳ ❈✬❡st ❛✉ss✐ ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ♣❛s tr♦♣ ❣r❛♥❞❡ ❧♦rsq✉✬♦♥ ♣r❡♥❞
❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ♣❧❛❣❡ ❞❡ ✈✐t❡ss❡s ♦ù ♦♥ ❛ ♦❜s❡r✈é ✉♥❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡
❞❛♥s ♥♦s rés✉❧t❛ts ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺ ✭✈♦✐r ❋✐❣✳✺✳✾✮✳ ❈❡tt❡ ✈✐t❡ss❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡
sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡s tr♦✉s ❞✐♠ér✐sés d = 1.20❝♠ = 0.6L✳ ❆ ❝❡ ♣✐❝✱ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡
❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ q✉✐ ❡st ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r ♥♦tr❡ ♣❧❛❣❡ ❞❡ ✈✐t❡ss❡s ❡st
L❧♦❝ = 2.42 × 10−5♠ = 40σR = 34.5ℓ0✳ ❉♦♥❝ ♦♥ ❛ ∆z❞✐s ✶✳✹ ❢♦✐s ♣❧✉s ❧♦♥❣ q✉❡
L❧♦❝✳
✷❱♦✐r ❊q✳✭✶✳✺✽✮ ❞❛♥s ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✳
✸■♥tr♦❞✉✐t❡ ❛✈❡❝ ❊q✳✭✶✳✽✮ ❞❛♥s ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✳
✹■♥tr♦❞✉✐t❡ ❛✈❡❝ ❊q✳✭✶✳✸✽✮ ❞❛♥s ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✳
✶✵✹
❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❆ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✉ tr❛♥s♣♦rt q✉❛♥t✐q✉❡ ❡♥ ❡♥❣❡♥❞r❛♥t
❞❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡ s♣❡❝❦❧❡
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❋✐❣✳ ✻✳✶✵✿ ❋r❛❝t✐♦♥ ❞❡s ❛t♦♠❡s ❧♦❝❛❧✐sés✱ N❧♦❝/N ✭❞♦♥♥é ♣❛r ❊q✳✭✺✳✶✶✮✮✱ ❡♥
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t v ✭❡♥ ✉♥✐té ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ s♦♥ c✮✳
V❞✐s = 0.16~ω⊥ ≃ 0.02µ✳ ▲❡s ❧♦s❛♥❣❡s r♦✉❣❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉ s♣❡❝❦❧❡ st❛♥❞❛r❞
❡t ❧❡s ❝❡r❝❧❡s ❜❧❡✉s ❛✉① ❘❉ s♣❡❝❦❧❡✳ P♦✉r ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✱ ♦♥ ❛ ♠✐s ❧✬❡①♣♦s❛♥t ❞❡
▲②❛♣✉♥♦✈ ✭❛①❡ y à ❞r♦✐t❡✮ ❞❡s ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s ❞és♦r❞♦♥♥és ❝❛❧❝✉❧és ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s
❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡ s❡✉❧❡✳
❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺ ✭s❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✸✮✱ ♦♥ ♠❡s✉r❡ ❧❡ r❛t✐♦ N❧♦❝/N q✉✐ ❡st
❞♦♥♥é ♣❛r ✿
N❧♦❝
N
=
∆zc.m.
∆z❞✐s
. ✭✺✳✶✶✮
❖♥ s❡ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❧✬❛r❣✉♠❡♥t ❡st q✉❡ s✐ ❧❡s ❛t♦♠❡s ❞✉ ❝♦♥❞❡♥s❛t s♦♥t ✐♥s❡♥✲
s✐❜❧❡s ❛✉ ❞és♦r❞r❡✱ ❛❧♦rs ∆zc.m. = 0 ❡t s✐ ❧❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t ❡♥t✐❡r ❡st ❧♦❝❛❧✐sé ♣❛r ❧❡
❞és♦r❞r❡✱ ❛❧♦rs t♦✉t ❧❡ ❇❊❈ ❡st ✧r❡♠♦rq✉é✧ ♣❛r ❧❡ ❞és♦r❞r❡ ❛✈❡❝∆zc.m. = ∆z❞✐s✳
◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❧❡s rés✉❧t❛ts s✉r ❧❛ ❋✐❣✳✻✳✶✵✳
◆♦✉s ♦❜s❡r✈♦♥s ✉♥ très ❜❡❛✉ r❡✢❡t ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ❡①♣♦s❛♥ts ❞❡ ▲②❛✲
♣✉♥♦✈ γ ✭tr❛❝és s✉r ❧❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ♣♦✉r ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✮ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s
N❧♦❝/N ✳ ▲❡s ♣♦s✐t✐♦♥s v/c ♣♦✉r γ s♦♥t ♣r✐s❡s ❡♥ ✐❞❡♥t✐✜❛♥t v = ~k/m✳ P♦✉r ❧❡
❘❉ s♣❡❝❦❧❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♣✐❝ ❡♥ N❧♦❝/N ❝♦♠♠❡ ❝❡ ❢✉t ❧❡
❝❛s ♣♦✉r γ ❞❛♥s ❧❛ ❝❛s ❧✐♥é❛✐r❡✳ ❈❡rt❡s ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ♣✐❝ ❞❡ N❧♦❝/N ❡st ❞é♣❧❛❝é
✈❡rs v/c ≃ 1.4 ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡ ♣✐❝ ❞❡ γ ❡st à v/c ≃ 1.1 ❀ ❧❡ ♣✐❝ ❞❡ N❧♦❝/N ❛✉ss✐ ❜✐❡♥
♣❧✉s ❧❛r❣❡ q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ γ✳ ▼❛✐s ❝❡❧❛ ❡st ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐❜❧❡ ❞✉ ❢❛✐t q✉✬♦♥ ❡st ♠❛✐♥✲
t❡♥❛♥t ❞❛♥s ✉♥❡ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ✐♥❤♦♠♦❣è♥❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝♦♠♠❡
♥♦tr❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞✉ ❇❊❈ ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡❧❧❡♠❡♥t ♣❡rt✉r❜é ♣❛r ❧❡ ❞és♦r❞r❡ ❡♥
♠♦✉✈❡♠❡♥t ✭✐✳❡✳ ✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❤♦rs✲éq✉✐❧✐❜r❡✮✱ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❢❛❝t❡✉rs ✐♥t❡r✲
✈✐❡♥♥❡♥t ❞❛♥s ❝❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡t é❧❛r❣✐ss❡♠❡♥t ❞✉ ♣✐❝✳
✻✳✺✳ ❚r❛♥s♣♦rt q✉❛♥t✐q✉❡ ❱s✳ tr❛♥s♣♦rt ❝❧❛ss✐q✉❡ ✶✵✺
❖♥ r❡♠❛rq✉❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❝♦✉r❜❡s N❧♦❝/N ❞✉ s♣❡❝❦❧❡ ♥♦r♠❛❧ ❡t
❞✉ ❘❉ s♣❡❝❦❧❡ ❥✉st❡ ❛✈❛♥t ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞✉ ♣✐❝ ♣♦✉r ❧❡ ❘❉ s♣❡❝❦❧❡ ❡t q✉✬❛✈❛♥t
❝❡ ❝♦✉♣❛❣❡✱ ❧❡ N❧♦❝/N ❞✉ s♣❡❝❦❧❡ ♥♦r♠❛❧ ❡st s✉♣ér✐❡✉r à ❝❡❧✉✐ ❞✉ ❘❉ s♣❡❝❦❧❡
♣♦✉r ✉♥❡ ❛ss❡③ ❣r❛♥❞❡ ♣❧❛❣❡ ❞❡ ✈✐t❡ss❡s✳ ❈❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ♣r❡♥❞ ❛✉ss✐ ♣❧❛❝❡ ♣♦✉r
❧❡s ❡①♣♦s❛♥ts ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈✳
❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺ ✭s❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✺✮✱ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦r✲
t❡♠❡♥t ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s ❞és♦r❞♦♥♥és ♣r❡♥❞ ♣❧❛❝❡ ❛♣rès ❡♥✈✐r♦♥ 0.9v/c✳
❉♦♥❝✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛✐ ❞é❞✉✐r❡ q✉❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ♦♥❞✉❧❛t♦✐r❡ ♥❡ ♣r❡♥❞ ♣❛s ♣❧❛❝❡
❛✈❛♥t ❝❡tt❡ ✈✐t❡ss❡ ✭ét❛♥t ❞♦♥♥é q✉✬❡❧❧❡ ♥❡ r❡✢èt❡ ♣❛s ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s γ✮✳
❖♥ ❡st ♣❧✉s ❞❛♥s ✉♥❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❜r✐s✉r❡ ✭♦✉ ❛♣rès✲❜r✐s✉r❡✮ ❞❡ ❧❛ s✉♣❡r✢✉✐❞✐té
♦ù ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛t♦♠❡s r❡♠♦rq✉és ♣❛r ❧❡ ❞és♦r❞r❡ ❡st ❡♥ ❝♦♥st❛♥t❡ ❝r♦✐ss❛♥❝❡
❛✈❡❝ v✱ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞és♦r❞♦♥♥é✳ ❖♥ s❡
s♦✉✈✐❡♥t ❞❡ ❧❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ ✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✮ ♦ù ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❞és♦r❞r❡
♥♦♥✲♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡✱ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❝r✐t✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ❜r✐s✉r❡ ❞❡ ❧❛ s✉♣❡r✢✉✐❞✐té s❡
tr♦✉✈❡ ♥❡tt❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ s♦♥✳ ❈❡❝✐ ❡st ❡♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❝❡ q✉❡
❧✬♦♥ ♦❜s❡r✈❡ ❞❛♥s ♥♦s rés✉❧t❛ts✳
❊❣❛❧❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺✱ ♦♥ ✈♦✐t q✉✬❛♣rès v/c = 1.9✱
N❧♦❝/N ❛ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r très ❢❛✐❜❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à s❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ♣✐❝ ❡t ❞é❝r♦ît ✈❡rs
③ér♦✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ❞és♦r❞r❡ s❡ ♠❡✉t à ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ tr♦♣ r❛♣✐❞❡ ♣♦✉r ❛❝❝r♦❝❤❡r ❧❡
❝♦♥❞❡♥s❛t✳
❈❡s rés✉❧t❛ts ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ s❡✉❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s ❛t♦♠❡s s♦♥t ❧♦❝❛❧✐sés✳
❚♦✉t ❧❡s rés✉❧t❛s ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ s♦♥t ♣♦✉r ❧❛ ♠ê♠❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❞és♦r❞r❡✱
V❞✐s = 0.16~ω⊥ ≃ 0.02µ✳ ▼❛✐s q✉❡ ❝❡ ♣❛ss❡✲t✲✐❧ ❧♦rsq✉✬♦♥ ✈❛r✐❡ ❝❡tt❡ q✉❛♥✲
t✐té ❄ ❈✬❡st ❝❡tt❡ q✉❡st✐♦♥ q✉❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ tr❛✐t❡✳
✻✳✺ ❚r❛♥s♣♦rt q✉❛♥t✐q✉❡ ❱s✳ tr❛♥s♣♦rt ❝❧❛ss✐q✉❡
◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ♠♦♥tr❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣♦✉r ✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞és♦r❞♦♥♥é ❡♥✲
❝♦r❡ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡✱ V❞✐s = 0.05~ω⊥ ≃ 0.006µ✱ s✉r ❧❛ ❋✐❣✳✻✳✶✶✳ ▲❡s ❡✛❡ts ❞❡ ❝♦rré✲
❧❛t✐♦♥ s♦♥t ❡♥❝♦r❡ ♣❧✉s ✈✐s✐❜❧❡s ♣♦✉r N❧♦❝/N ❛✈❡❝ ✉♥ ♣✐❝ ❜✐❡♥ ♣❧✉s étr♦✐t ♣♦✉r
❧❡ ❘❉ s♣❡❝❦❧❡ ❡t ✉♥❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❡♥tr❡ ❧❡s N❧♦❝/N ❞✉ s♣❡❝❦❧❡
♥♦r♠❛❧ ❡t ❞✉ ❘❉ s♣❡❝❦❧❡ ❛✈❛♥t ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞✉ ♣✐❝✳ ▲❡ ♣✐❝ r❡st❡ à ❧❛ ♠ê♠❡
♣♦s✐t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt à v✱ à v/c ≃ 1.4✳ ▲❛ ❞é♣r❡ss✐♦♥ ❜✐❡♥ ❝♦✉r❜é❡ ❞❡ N❧♦❝/N
❞✉ ❘❉ s♣❡❝❦❧❡ ❛✈❛♥t ❧❡ ♣✐❝ r❡ss❡♠❜❧❡ ❡♥❝♦r❡ ♣❧✉s à ❝❡ q✉❡ ❢❛✐t γ ❛✈❛♥t s♦♥ ♣✐❝✱
✶✵✻
❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❆ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✉ tr❛♥s♣♦rt q✉❛♥t✐q✉❡ ❡♥ ❡♥❣❡♥❞r❛♥t
❞❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡ s♣❡❝❦❧❡
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❋✐❣✳ ✻✳✶✶✿ ❋r❛❝t✐♦♥ ❞❡s ❛t♦♠❡s ❧♦❝❛❧✐sés✱ N❧♦❝/N ✭❞♦♥♥é ♣❛r ❊q✳✭✺✳✶✶✮✮✱ ❡♥
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t v ✭❡♥ ✉♥✐té ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ s♦♥ c✮ ♣♦✉r
V❞✐s = 0.05~ω⊥ ≃ 0.006µ✳ ▲❡s ❧♦s❛♥❣❡s r♦✉❣❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉ s♣❡❝❦❧❡ st❛♥✲
❞❛r❞ ❡t ❧❡s ❝❡r❝❧❡s ❜❧❡✉s ❛✉① ❘❉ s♣❡❝❦❧❡✳ P♦✉r ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✱ ♦♥ ❛ ♠✐s ❧✬❡①♣♦s❛♥t
❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ✭❛①❡ y à ❞r♦✐t❡✮ ❞❡s ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s ❞és♦r❞♦♥♥és ❝❛❧❝✉❧é ❞❛♥s ❧❡
❝❛s ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡ s❡✉❧❡✳
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❋✐❣✳ ✻✳✶✷✿ ❋r❛❝t✐♦♥ ❞❡s ❛t♦♠❡s ❧♦❝❛❧✐sés✱ N❧♦❝/N ✭❞♦♥♥é ♣❛r ❊q✳✭✺✳✶✶✮✮✱ ❡♥
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t v ✭❡♥ ✉♥✐té ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ s♦♥ c✮ ♣♦✉r
V❞✐s = 0.39~ω⊥ ≃ 0.05µ✳ ▲❡s ❧♦s❛♥❣❡s r♦✉❣❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉ s♣❡❝❦❧❡ st❛♥❞❛r❞
❡t ❧❡s ❝❡r❝❧❡s ❜❧❡✉s ❛✉① ❘❉ s♣❡❝❦❧❡✳ P♦✉r ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✱ ♦♥ ❛ ♠✐s ❧✬❡①♣♦s❛♥t ❞❡
▲②❛♣✉♥♦✈ ✭❛①❡ y à ❞r♦✐t❡✮ ❞❡s ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s ❞és♦r❞♦♥♥és ❝❛❧❝✉❧é ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s
❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡ s❡✉❧❡✳
❝❤♦s❡ q✉✬♦♥ ✈♦②❛✐t ♠♦✐♥s ❜✐❡♥ ♣♦✉r V❞✐s = 0.16~ω⊥ ≃ 0.02µ✳
▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ♦♥ r❡❣❛r❞❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s V❞✐s = 0.39~ω⊥ ≃ 0.05µ s✉r ❧❛ ❋✐❣✳✻✳✶✷✳ ❖♥
✻✳✻✳ ▲❡s ❡✛❡ts ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✶✵✼
❝♦♥st❛t❡ q✉❡ ❧❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❞✉ r❛t✐♦ ❞✬❛t♦♠❡s ❧♦❝❛❧✐sés ❞❡s ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s
♥❡ r❡✢èt❡♥t ♣❧✉s ❝❡✉① ❞❡s ❡①♣♦s❛♥ts ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈✳ ▲❡ ♣✐❝ ❞✉ ❘❉ s♣❡❝❦❧❡ ❞❡✈✐❡♥t
❜❡❛✉❝♦✉♣ ♠♦✐♥s ❛♣♣❛r❡♥t✳ ■❧ ♥✬② ❛ ♣❧✉s ❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ❝♦✉r❜❡s✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞✉ ❘❉ s♣❡❝❦❧❡ s❡♠❜❧❡ t♦✉❥♦✉rs ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞✉ s♣❡❝❦❧❡
♥♦r♠❛❧✳ ❖♥ s❡ r❛♣♣❡❧❧❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹ ✭s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✶✮ ♦ù ♦♥
❛ ❡①♣❧✐q✉é q✉❡ ❧❡ s♣❡❝❦❧❡ ♥♦r♠❛❧ ❛✣❝❤❡ ✉♥ ❝♦♥tr❛st❡ ✭C = σI/ < I >✮ é❣❛❧
à ✉♥✳ ▲❡ ❝♦♥tr❛st❡ ❡st ❧❡ r❛t✐♦ ❡♥tr❡ ❧❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞✬✐♥t❡♥s✐té ❡t ❧✬✐♥t❡♥s✐té
♠♦②❡♥♥❡✳ ❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉✬✐❧ ② ❛ ❞❡ très ❢♦rt❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞✬✐♥t❡♥s✐té ❧✉♠✐♥❡✉s❡
♠ê♠❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❜❛ss❡ ❝♦♠♠❡ ✐❧❧✉stré s✉r ❧❛ ❋✐❣✳✹✳✼✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉
❘❉ s♣❡❝❦❧❡✱ ✐❧ ② ❛ ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ❡♥❝♦r❡ ♣❧✉s ❞❡ très ❢♦rt❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞✬✐♥t❡♥✲
s✐té✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✉ ❞és♦r❞r❡ q✉✬♦♥ ❛ ✉t✐❧✐sé ✱ ❧❡ s♣❡❝❦❧❡
♥♦r♠❛❧ ❛✣❝❤❡ ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ✼ ♣✐❝s s✉♣ér✐❡✉r à 2~ω⊥ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡ ❘❉ s♣❡❝❦❧❡
❡♥ ❛✣❝❤❛✐t ✶✶✳✺ ♣✐❝s✱ s♦✐t ✻✺✪ ❞❡ ♣❧✉s q✉❡ ❧❡ s♣❡❝❦❧❡ ♥♦r♠❛❧✳ ❆✐♥s✐✱ ✐❧ ❡st
♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡ ♣♦✉r ❧❡ ❘❉ s♣❡❝❦❧❡ ❛✈❡❝ V❞✐s = 0.39~ω⊥ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❡r ❝❧❛ss✐q✉❡♠❡♥t
❧❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ❞❡ ❧❛ ❞✐s♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡s ❡✛❡ts ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥s ❡t ❞❡ ❧❛ ♣ré✲
s❡♥❝❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❡ très ❤❛✉ts ♣✐❝s✱ ♦♥ ❝♦♥❝❧✉❡ q✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡
❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡t ♥♦♥ q✉❛♥t✐q✉❡ à ❝❡tt❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❞✉ ❞és♦r❞r❡✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈♦✉❧✉ q✉❛♥t✐✜❡r ❝❡tt❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ✐♥t❡r❢ér❡♥t✐❡❧❧❡
à ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡♥ s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛♥t s✉r ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ♦✉ ♥♦♥ ❞✉ ♣✐❝ ❡♥
N❧♦❝/N ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ v ❞✉ ❘❉ s♣❡❝❦❧❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝❛❧❝✉❧é ❝❡ q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❧❛
✈✐s✐❜✐❧✐té V ❞✉ ♣✐❝ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥t❡♥s✐té ♠♦②❡♥♥❡ ❞✉ ❞és♦r❞r❡✳ V ❡st ❞♦♥♥é❡
♣❛r
V =
(
N❧♦❝
N
)
max
−
(
N❧♦❝
N
)
min(
N❧♦❝
N
)
max
+
(
N❧♦❝
N
)
min
, ✭✻✳✹✮
♦ù (N❧♦❝/N)max ❡st ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❛✉ ♣✐❝ ❞❡ N❧♦❝/N ❞✉ ❘❉ s♣❡❝❦❧❡ ❡t (N❧♦❝/N)min ❡t
❧❛ ✈❛❧❡✉r ❛✉ ❝r❡✉① ♣ré❝é❞❛♥t ❧❡ ♣✐❝✳ ◆♦s rés✉❧t❛ts s♦♥t ♠♦♥trés s✉r ❧❛ ❋✐❣✳✻✳✶✸✳
P♦✉r V❞✐s s✉♣ér✐❡✉r à ❡♥✈✐r♦♥ ✵✳✵✹µ✱ ❧❡ ♣✐❝ s❡♠❜❧❡ ♣❡r❞r❡ s❛ ✈✐s✐❜✐❧✐té ❡t ❞♦♥❝
♦♥ ❡st ❛♠❡♥é à ❛✣r♠❡r q✉✬♦♥ r❡♥tr❡ ❞❛♥s ✉♥ ré❣✐♠❡ ❞❡ tr❛♥s♣♦rt ❝❧❛ss✐q✉❡✳
P♦✉r ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥✱ ❧✬éq✉✐♣❡ ❆s♣❡❝t ❬✻❪ ❛✈❛✐t ♦❜s❡r✈é ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❆♥❞❡rs♦♥
❡♥ ✶❉ ❛✈❡❝ ✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ s♣❡❝❦❧❡ ❛✈❡❝ V❞✐s = 0.12µ ❡t ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❛❧❣é❜r✐q✉❡
❛✈❡❝ V❞✐s = 0.15µ✳
✻✳✻ ▲❡s ❡✛❡ts ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
◆♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ♣❡♥❝❤és s✉r ❧❡ rô❧❡ ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❞❛♥s ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❧♦✲
❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❇❊❈✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ❘❉ s♣❡❝❦❧❡ ✭❛✈❡❝
✶✵✽
❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❆ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✉ tr❛♥s♣♦rt q✉❛♥t✐q✉❡ ❡♥ ❡♥❣❡♥❞r❛♥t
❞❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡ s♣❡❝❦❧❡
0.6
0.4
0.2
0
0.050.040.030.020.01
V
Vdis/µ
❋✐❣✳ ✻✳✶✸✿ ❱✐s✐❜✐❧✐té ❞✉ ♣✐❝ ❞❡ N❧♦❝/N ❞✉ ❘❉ s♣❡❝❦❧❡✱ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❊q✳✭✻✳✹✮✱ ❡♥
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ Vdis =< V > ✭❡♥ ✉♥✐té ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❝❤✐♠✐q✉❡ µ✮✳
0.6
1.2
1.8
0.6 1 1.4 1.8
N
lo
c/
N
(%
)
v/c
❋✐❣✳ ✻✳✶✹✿ ❋r❛❝t✐♦♥ ❞❡s ❛t♦♠❡s ❧♦❝❛❧✐sés✱ N❧♦❝/N ✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡
❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t v ✭❡♥ ✉♥✐té ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ s♦♥ c ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s a = 80aB✮ ♣♦✉r ❧❡
❘❉ s♣❡❝❦❧❡ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ▲❡s ❝♦✉r❜❡s ❛✈❡❝ ❧❡s s❡❝♦♥❞s ♣✐❝s ❞❡
❣❛✉❝❤❡ à ❞r♦✐t❡ s♦♥t ♣♦✉r a ❝r♦✐ss❛♥t ❀ ❝❡❧❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ❝❡r❝❧❡s ✈❡rts ❝❧❛✐rs r❡♠♣❧✐s
❡st ♣♦✉r a = 10aB✱ ❝❡❧❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ❝r♦✐① ✈❡rt❡s ❡st ♣♦✉r a = 40aB✱ ❝❡❧❧❡ ❡♥ ♥♦✐r
❡st ♣♦✉r a = 80aB✱ ❝❡❧❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ❝❛rrés ♦r❛♥❣❡s ✈✐❞❡s ❡st ♣♦✉r a = 160aB ❡t
❝❡❧❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ❝❛rrés r❡♠♣❧✐s ❡st ♣♦✉r a = 320aB✳ ❚♦✉t❡s ❧❡s ❝♦✉r❜❡s s♦♥t ❞❛♥s
❧❡ ❝❛s ❞❡ V❞✐s = 0.15~ω⊥ ≃ 0.006µ ❡t d = 1.20❝♠✳
V❞✐s = 0.15~ω⊥ ≃ 0.006µ ❡t d = 1.20❝♠✮ s♦♥t ♠♦♥trés s✉r ❧❛ ❋✐❣✳✻✳✶✹ ♦ù ♥♦✉s
❛✈♦♥s ✈❛r✐é ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❝❛r❛❝tér✐s✐t✐q✉❡ ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ a✱ ❞❡ 10 à 320aB✳ ▲❛
✻✳✼✳ ❙t❛t✐st✐q✉❡ ❞❡ N❧♦❝/N ✶✵✾
✈✐t❡ss❡ ❞✉ s♦♥ c ❡st ✜①é ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❛✉ ❝❛s ❞❡ a = 80aB✳ ❖♥ r❡✲
♠❛rq✉❡ q✉❡ ♣❧✉s ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡st ❢♦rt❡✱ ♣❧✉s ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ♣✐❝ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉
❘❉ s♣❡❝❦❧❡ ❡st ❞é♣❧❛❝é❡ ✈❡rs ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡✳ ❈❡❝✐ ❡st ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐❜❧❡
❞✉ ❢❛✐t q✉✬✐❧ ❢❛✉t ♣❧✉s ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❝✐♥ét✐q✉❡ ♣♦✉r ❜r✐s❡r ❧❛ s✉♣❡✢✉✐❞✐té✱ q✉✐ ❡❧❧❡ ❡st
♣❛r❛♠étr✐sé❡ ♣❛r ❧✬é♥❡❣✐❡ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞✬❛t♦♠❡s ❧♦❝❛❧✐sés
❞✐♠✐♥✉❡ ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s s♦♥t ♣❧✉s ❢♦rt❡s ❀ ✉♥❡ ❢♦✐s ❞❡
♣❧✉s✱ ❧❛ s✉♣❡r✢✉✐❞✐té ❡st ♣❧✉s s♦❧✐❞❡ ❡t ❛✐♥s✐ ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞és♦r❞♦♥♥é ❞❡✈✐❡♥t
♠♦✐♥s ❡✣❝❛❝❡ à ❧♦❝❛❧✐s❡r ❧❡s ❛t♦♠❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❞❡ a = 320aB✱
❧❡ ♣✐❝ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ s❡ tr♦✉✈❡ à ∼ 0.8v/c320 ✭♦ù c320 ❡st ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ s♦♥ ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞❛♥t❡✮ ❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♣❛s ❛ss❡③ ❣r❛♥❞❡ ♣♦✉r ❜✐❡♥ ✈♦✐r ❧✬❡✛❡t
❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ à ❝❡tt❡ ✐♥t❡♥s✐té ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ✐❧ ❢❛✉t ❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❛
❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s tr♦✉s ❞✐♠ér✐sés d ❞❛♥s ❧❛ ♣❧❛q✉❡ ❞✐✛✉s❛♥t❡ ♣♦✉r ♠✐❡✉① ✈♦✐r
❧❡s ❡✛❡ts ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ✐❧ ❡st ❜♦♥ ❞❡ s♦✉❧✐❣♥❡r q✉✬✐❧ s✬❛❣✐t s✐♠✲
♣❧❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❣❡❞❛♥❦❡♥ ❝❛r ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r a ♥✬❡st ♣❛s ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❛♥s
❧❡ ❝❛s ❞❡s ❛t♦♠❡s ❞❡ 87❘❜ ❀ ♣♦✉r ❞✬❛✉tr❡s ❛t♦♠❡s✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❧❡ ❢❛✐r❡ ❡♥
✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s rés♦♥❛♥❝❡s ❞❡ ❋❡s❤❜❛❝❤✳
✻✳✼ ❙t❛t✐st✐q✉❡ ❞❡ N❧♦❝/N
▲❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❞❡ ❝❡s rés✉❧t❛ts ❡st très ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡✳ ❊t❛♥t ❞♦♥♥é ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡
❞❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s st❛t✐st✐q✉❡s ❞❡ lnT ♣♦✉r ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ s②stè♠❡ ✶❉
❧✐♥é❛✐r❡✱ ✐❧ ❡st ✐♥t❡r❡ss❛♥t ❞❡ s✬✐♥t❡r❡ss❡r ❛✉① ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s st❛t✐st✐q✉❡s ❞❡ ♥♦tr❡
♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ N❧♦❝/N ❞❛♥s ♥♦tr❡ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ✐♥❤♦✲
♠♦❣è♥❡✳ ❈❡❝✐ ét❛♥t ❧❡ ♠❛♥q✉❡ ❞❡ ❧✐❡♥ t❤é♦r✐q✉❡ s♦❧✐❞❡ ét❛❜❧✐ ❡♥tr❡ ❧❡s ✷ ♠❡s✉r❡s✳
▲❛ ❋✐❣✳✻✳✶✺ ❡t ❧❛ ❋✐❣✳✻✳✶✻ ♠♦♥tr❡♥t ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ st❛t✐st✐q✉❡ F ❞❡sN❧♦❝/N ✭q✉✐
❡st ❡♥ ❢❛✐t ∆z❝♠/∆z❞✐s✮ ♣♦✉r ✸ ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈✐t❡ss❡s ❞❡ ❞és♦r❞r❡ ❞é♣❧❛❝é à tr❛✈❡rs
❧❡ ❇❊❈ ♣✐é❣é✳ ❖♥ ✈♦✐t ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ F ✳ ▲❛ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡
✭❡♥ r♦✉❣❡✮ ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ✜❣✉r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ s♣❡❝❦❧❡ ♥♦r♠❛❧ ❡t ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡
✭❡♥ ❜❧❡✉✮ ❛✉ ❘❉ s♣❡❝❦❧❡✳ ❈❤❛q✉❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❡st ♦❜t❡♥✉ ❛✈❡❝ ❛✉ ♠♦✐♥s ❡♥✈✐r♦♥
✷✵✵✵ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳ ▲❛ ❋✐❣✳✻✳✶✺ ❡st ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s V❞✐s = 0.16~ω⊥ ≃ 0.02µ ♦ù
❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ✷ ♠♦❞è❧❡s ❝♦rré❧és s♦♥t très ✈✐s✐❜❧❡s✳ ➬❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉
♣r♦✜❧ ❞❡ N❧♦❝/N ✈❡rs✉s v ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✳✻✳✶✵✳ ❆ v/c = 1.2✱ ❧❡s F ❞❡s ❞❡✉① s♣❡❝❦❧❡s
♦♥t ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❛s②♠♠étr✐q✉❡✳ ❈❡❧❧❡ ❞✉ s♣❡❝❦❧❡ st❛♥❞❛r❞ ❡st ♠♦✐♥s ❛s②♠♠é✲
tr✐q✉❡ ❛✈❡❝ ✉♥ N❧♦❝/N ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ♣❧✉s ❤❛✉t✳ P✉✐s à v/c = 1.4 ♦ù ❧❡ N❧♦❝/N ❞✉
❘❉ s♣❡❝❦❧❡ ♠❛♥✐❢❡st❡ ✉♥ ♣✐❝✱ s♦♥ F s❡♠❜❧❡ ♣❧✉tôt s②♠♠étr✐q✉❡ ❛❧♦rs q✉❡ ❝❡❧✉✐
❞✉ s♣❡❝❦❧❡ st❛♥❞❛r❞ r❡st❡ ❛s②♠♠étr✐q✉❡ ❛✈❡❝ ✉♥ N❧♦❝/N ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ❜✐❡♥ ♣❧✉s
❢❛✐❜❧❡✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ à ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ ❋✐❣✳✻✳✶✵✱ v/c = 1.9✱ ♦ù ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛✲
✶✶✵
❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❆ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✉ tr❛♥s♣♦rt q✉❛♥t✐q✉❡ ❡♥ ❡♥❣❡♥❞r❛♥t
❞❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡ s♣❡❝❦❧❡
t✐♦♥ ❡st r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❜✐❡♥ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ q✉❡ ❝❡✉① ❞❡s ❞❡✉① ✈✐t❡ss❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✱
❧❡s F ❞❡s ❞❡✉① s♣❡❝❦❧❡s ♦♥t ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❜✐❡♥ ❛s②♠♠étr✐q✉❡✳ ❆ ❝❡tt❡ ✈✐t❡ss❡✱ s✉r
❧❛ ❋✐❣✳✻✳✶✵✱ ♦♥ ♥❡ ❝♦♥st❛t❡ ♣❧✉s ❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s ❝♦rré❧és✳
❖♥ ✈♦✐t ❞❡s s✐♠✐❧❛r✐tés ❡♥tr❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ F (N❧♦❝/N) ❡t ❞❡ F (γi) ♦ù
♣❧✉s ❝✬❡st ❧♦❝❛❧✐sé✱ ♣❧✉s ç❛ ❞❡✈✐❡♥t s②♠♠étr✐q✉❡✳ ❆ ❝❡tt❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ V❞✐s ♦ù ❧❡s
❞✐✛ér❡♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s ❝♦rré❧és s❡ ♠❛♥✐❢❡st❡♥t ❜✐❡♥ à v/c = 1.2 ❡t
v/c = 1.4✱ ♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❝❡❧❛ ❞❛♥s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ F (N❧♦❝/N) ♦ù ✐❧ ② ❛ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s
✈✐s✐❜❧❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① s♣❡❝❦❧❡s✳
▲❛ ❋✐❣✳✻✳✶✻ ❞é❝r✐t ❧❛ ♠ê♠❡ ❝❤♦s❡ q✉❡ ❧❛ ❋✐❣✳✻✳✶✺ ♠❛✐s ❛✈❡❝ V❞✐s = 0.60~ω⊥ ≃
0.075µ✳ ❆ ❝❡tt❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ V❞✐s✱ ✐❧ ② ❛ ♣❡✉ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦✉r❜❡s
❞❡ N❧♦❝/N ✈❡rs✉s v/c ❞❡s ❞❡✉① s♣❡❝❦❧❡s ✭✈♦✐r ❋✐❣✳✻✳✶✸✮✳ P♦✉r v/c = 1.1 ❡t
v/c = 1.4✱ ♦ù N❧♦❝/N ❡st r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❢♦rt✱ ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ❞❡✉① s♣❡❝❦❧❡s
s❡♠❜❧❡♥t ❛✈♦✐r ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ♣❧✉tôt s②♠♠étr✐q✉❡✳ P♦✉r v/c = 1.9 ♦ù N❧♦❝/N ❡st
r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❢❛✐❜❧❡✱ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s❡♠❜❧❡ ❛s②♠♠étr✐q✉❡✳ ❆ ❝❡tt❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡
V❞✐s ♦ù ❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s ❝♦rré❧és s❡ ♠❛♥✐❢❡st❡♥t ♣❡✉✱ ♦♥
r❡tr♦✉✈❡ ❝❡❧❛ ❞❛♥s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ F (N❧♦❝/N) ♦ù ✐❧ ② ❛ ♣❡✉ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s
❞❡✉① s♣❡❝❦❧❡s✳
❆ ♣r❡♠✐èr❡ ✈✉❡✱ ♦♥ s❡r❛✐t ❛♠❡♥❡r ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡ ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ N❧♦❝/N ♥❡
❞✐st✐♥❣✉❡♥t ♣❛s ❡♥tr❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡t ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ q✉❛♥t✐q✉❡✳ ❉❡ t♦✉t❡
❢❛ç♦♥✱ ❝❡tt❡ ét✉❞❡ r❡st❡ ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡ ❡t ❞❡s ét✉❞❡s r❡st❡♥t à ♣♦✉rs✉✐✈r❡ ❛✈❛♥t
❞✬❡♥ t✐r❡r ❞❡s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s sûr❡s✳
✻✳✼✳ ❙t❛t✐st✐q✉❡ ❞❡ N❧♦❝/N ✶✶✶
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❋✐❣✳ ✻✳✶✺✿ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s st❛t✐st✐q✉❡s✱ F (N❧♦❝/N)✱ ♣♦✉r ✸ ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈✐t❡ss❡s
v ❞✉ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✉ ❞és♦r❞r❡ à tr❛✈❡rs ✉♥ ❇❊❈ ♣✐é❣é✳ V❞✐s = 0.16~ω⊥ ≃ 0.02µ✳
▲❛ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ✭r♦✉❣❡✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ s♣❡❝❦❧❡ ♥♦r♠❛❧ ❡t ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡
❛✉ ❘❉ s♣❡❝❦❧❡ ✭✈♦✐r ❋✐❣✳✻✳✶✵✮✳ ❈❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s ♦❜t❡♥✉ ❛✈❡❝ ❛✉ ♠♦✐♥s
❡♥✈✐r♦♥ ✷✵✵✵ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳
✶✶✷
❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❆ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✉ tr❛♥s♣♦rt q✉❛♥t✐q✉❡ ❡♥ ❡♥❣❡♥❞r❛♥t
❞❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡ s♣❡❝❦❧❡
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❋✐❣✳ ✻✳✶✻✿ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s st❛t✐st✐q✉❡s✱ F (N❧♦❝/N)✱ ♣♦✉r ✸ ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈✐t❡ss❡s v
❞✉ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✉ ❞és♦r❞r❡ à tr❛✈❡rs ✉♥ ❇❊❈ ♣✐é❣é✳ V❞✐s = 0.60~ω⊥ ≃ 0.075µ✳
▲❛ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ✭r♦✉❣❡✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ s♣❡❝❦❧❡ ♥♦r♠❛❧ ❡t ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡
❛✉ ❘❉ s♣❡❝❦❧❡✳ ❈❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s ♦❜t❡♥✉ ❛✈❡❝ ✷✵✵✵ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳
✻✳✽ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥t✐♥✉é à tr❛✐t❡r ❧❛ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❞✉ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ❞és♦r❞r❡ à
tr❛✈❡rs ✉♥ ❇❊❈ ♣✐é❣é ❤❛r♠♦♥✐q✉❡♠❡♥t✳ ❈❡tt❡ ❢♦✐s✲❝✐ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ♣❡♥✲
❝❤és s✉r ❧❡ ❞és♦r❞r❡ ❞❡ t②♣❡ s♣❡❝❦❧❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞és♦r❞♦♥♥é ❜✐❡♥
♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡ à ré❛❧✐s❡r ❡①♣é✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡ ❞és♦r❞r❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❊❞✇❛r❞s
✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ▲❡ s♣❡❝❦❧❡ ❡st ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ✐❧❧✉♠✐♥❛♥t ✉♥❡ ♣❧❛q✉❡ ❞✐❢✲
❢✉s❛♥t❡ ♣❡✉♣❧é❡ ❞❡ tr♦✉s ♣♦s✐t✐♦♥♥és ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ✭❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ❙▲▼✮ ❛✈❡❝
✉♥ ❧❛s❡r✳ ◆♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❢♦❝❛❧✐sés s✉r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s tr♦✉s ❞✐✛✉s❡✉rs
❛✜♥ ❞❡ ❝ré❡r ♥♦tr❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ❞✉ s♣❡❝❦❧❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❢♦r♠é ❞❡s ♣❛✐rs ❛✈❡❝ ❧❛
✻✳✽✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✶✶✸
♣❧✉♣❛rt ❞❡s tr♦✉s ❛✈❡❝ ✉♥❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ✜①❡ ❡♥tr❡ ❧❡s tr♦✉s ❞✬✉♥❡ ♠ê♠❡ ♣❛✐r✳
❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝ré❡ ❝❡ q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ✉♥ ❘❛♥❞♦♠ ❉✐♠❡r s♣❡❝❦❧❡✳ ❆✉ ✜♥❛❧✱
❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ s♣❡❝tr❛❧❡ ❢✉r❡♥t ♠♦❞✐✜é❡s✳ ❇✐❡♥ q✉✬♦❜✲
t❡♥✉ ❛✈❡❝ à ♣❡✉ ♣rès ❧❡ ♠ê♠❡ ❞✐s♣♦s✐t✐❢✱ ❧❡ s♣❡❝❦❧❡ ❡t ❧❡ ❘❉ s♣❡❝❦❧❡ ♣rés❡♥t❡♥t
❞❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s ❜✐❡♥ ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ s♣❡❝tr❛❧❡ ❞✉ ❘❉ s♣❡❝❦❧❡ ❞✐s♣♦s❡
❞✬✉♥ ♣✐❝ ❞❡❧t❛ ❞♦♥t ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡st ré❣❧❛❜❧❡ ❡♥ sé❧❡❝t✐♦♥♥❛♥t ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡s
tr♦✉s ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♣❛✐r❡✳ ❈❡❝✐ ❛ ♣♦✉r ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❜♦♦st❡r ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥
❞❛♥s ✉♥❡ ♣❧❛❣❡ très étr♦✐t❡ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈ér✐✜é ❝❡❧❛ ❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛♥t
♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ❧✬❡①♣♦s❛♥t ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ γ ✭❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ✐♥✈❡rs❡✮
❞❛♥s ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ à ✉♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡ s❡✉❧❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣❧❛❣❡
❞❡ k ♣❡rt✐♥❡♥t✱ γ ❞✉ ❘❉ s♣❡❝❦❧❡ ❡st ❞✬❛❜♦r❞ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞✉ s♣❡❝❦❧❡
❝❧❛ss✐q✉❡ ♣✉✐s s♦✉❞❛✐♥❡♠❡♥t ❜♦♥❞✐t à ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❡♥✈✐r♦♥ ✷✸ ❢♦✐s s✉♣ér✐❡✉r à
❝❡❧❧❡ ❞✉ s♣❡❝❦❧❡ st❛♥❞❛r❞✳ ❈❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡st ❝❧❛✐r❡♠❡♥t r❡tr♦✉✈é ❞❛♥s ♥♦s
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞✉ ❞és♦r❞r❡ t✐ré à tr❛✈❡rs ✉♥ ❇❊❈ ♣✐é❣é ❛✈❡❝ ♥♦tr❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧♦❝❛✲
❧✐s❛t✐♦♥ N❧♦❝/N ❀ ❝❤♦s❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ♣❛s é✈✐❞❡♥t❡ ét❛♥t ❞♦♥♥é ❧✬❛s♣❡❝t ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡✱
✐♥❤♦♠♦❣è♥❡ ❡t ❤♦rs✲éq✉✐❧✐❜r❡ ❞✉ s②stè♠❡✳ ❯♥❡ t❡❧❧❡ s✐♠✐❧✐t✉❞❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡✲
♠❡♥t ❛✈❡❝ γ ♥✬❛✉r❛✐t s❛♥s ❞♦✉t❡ ♣❛s ♣✉ êtr❡ r❡tr♦✉✈é❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❞❡
❞✐✛✉s✐♦♥ ♦ù ❧❡ ❇❊❈ ❡st r❡❧❛❝❤é ❞✉ ♣✐è❣❡ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❞és♦r❞r❡ st❛t✐q✉❡✳
❊①♣ér✐❡♥❝❡ q✉✐ ❛ été ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❆♥❞❡rs♦♥ ❛✈❡❝
❧❡s ❝♦♥❞❡♥s❛ts ❬✻✱ ✼❪✳

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s
▲❛ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✬✉♥ ❝♦♥❞❡♥s❛t ❞❡
❇♦s❡✲❊✐♥st❡✐♥ ❝♦♥✜♥é ❤❛r♠♦♥✐q✉❡♠❡♥t ❡t q✉❛s✐✲✶❉ à tr❛✈❡rs ❧❡q✉❡❧ ❞✐✛ér❡♥ts
♣♦t❡♥t✐❡❧s ❞és♦r❞♦♥♥és s♦♥t ❞é♣❧❛❝és✳ ❈❡tt❡ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ q✉✐ s❡ ✈❡✉t ♣❧❡✐♥❡✲
♠❡♥t ♣❡rt✐♥❡♥t❡ ♣♦✉r ❧❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧✐st❡s ❡st à ♣r✐♦r✐ ❞✐✣❝✐❧❡ à tr❛✐t❡r✳ ❈❡❧❛
❡st ❞û ❛✉ ❝❛r❛❝tèr❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡✱ ✐♥❤♦♠♦❣è♥❡ ❡t ❤♦rs✲éq✉✐❧✐❜r❡ ❞✉ s②stè♠❡✳ ❉❡s
♥♦t✐♦♥s ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡s ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ t❡❧❧❡s q✉❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦✉ ❡①♣♦s❛♥t ❞❡ ▲②❛✲
♣✉♥♦✈ ♥❡ s♦♥t ♣❧✉s ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡s✳ ❉♦♥❝✱ ✐❧ ❛ ❢❛❧❧✉ ❛♣♣♦rt❡r ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠❡s✉r❡
❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣♦✉r ♥♦tr❡ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ✿ ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ♠❛ss❡
❞✉ ❇❊❈ q✉✐ ❡st ♣❡✉t êtr❡ ❧✐é à ❧❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞✬❛t♦♠❡s ❧♦❝❛❧✐sés N❧♦❝/N ✳
❖♥ ❛ ✐❞❡♥t✐✜é N❧♦❝/N ❛✉ r❛t✐♦ ❞✉ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ♠❛ss❡ ❞✉ ❇❊❈ ❛✉
❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞és♦r❞♦♥♥é✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ t♦✉s ❧❡s ❛t♦♠❡s s♦♥t ❧♦❝❛❧✐✲
sés✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡st ❛tt❡♥❞✉ q✉✬✐❧s s✬❛❝❝r♦❝❤❡♥t t♦✉s à ❧❛ ✧❧♦❝♦♠♦tr✐❝❡✧ ❞✉ ❞és♦r❞r❡
❡t ❛✐♥s✐ ❧❡ ❜❛r②❝❡♥tr❡ ❞✉ ❝♦♥❞❡♥s❛t ❡st ❞é♣❧❛❝é ♣❛r ❧❛ ♠ê♠❡ ❞✐st❛♥❝❡ q✉❡ ❧❡
❞és♦r❞r❡✳ ❖♥ ❧✬❛ ét✉❞✐é ❛✈❡❝ ❞❡✉① ❝❧❛ss❡s ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❞és♦r❞r❡✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣r❡✲
♠✐èr❡ ét✉❞❡✱ ♦♥ ❛ ✉t✐❧✐sé ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❊❞✇❛r❞s ✭▼❊✮ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡ ♣✐❝s ✐❞❡♥t✐q✉❡s✳ ▲❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s s❡ ❥♦✉❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t
❞❡s ♣✐❝s✳ ❯♥ t❡❧ ❞és♦r❞r❡ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ♠✐s ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❛✈❡❝ ✉♥ rés❡❛✉ ♦♣t✐q✉❡ ♣❡✉✲
♣❧é ❞✬❛t♦♠❡s ❞✬✉♥❡ ❞✐✛ér❡♥t❡ ❡s♣è❝❡ ❞❡ ❝❡✉① ❞✉ ❇❊❈✳ ❉❛♥s ❧❛ s❡❝♦♥❞ ét✉❞❡✱
♦♥ ❛ ✉t✐❧✐sé ❧❡ s♣❡❝❦❧❡✱ q✉✐ ❡st ❜✐❡♥ ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡ à ré❛❧✐s❡r ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t
❛✈❡❝✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✉♥ ❧❛s❡r ❡t ✉♥ ❙♣❛t✐❛❧ ▲✐❣❤t ▼♦❞✉❧❛t♦r ✭❙▲▼✮✳ ▲❡ s♣❡❝❦❧❡
❡st ✉♥ ❞és♦r❞r❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s à ❧♦♥❣✉❡ ♣♦rté❡ ♠❛✐s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
s♣❡❝tr❛❧❡ S(k) à s✉♣♣♦rt ✜♥✐✳ ❊♥ ❥♦✉❛♥t s✉r ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞✐❢✲
❢✉s❡✉rs ❞✉ ❙▲▼✱ ♦♥ ❛ ❝ré❡ ✉♥ s♣❡❝❦❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s♣❡❝tr❛❧❡ q✉✐ ❛✣❝❤❡
✉♥ ♣✐❝ ❞❡❧t❛✳ ▲❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♣✐❝ ❡st ❛❝❝♦r❞❛❜❧❡ ♣❛r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ tr♦✉s
❞✐♠ér✐sés ❞❛♥s ❧❡ ❙▲▼✳ ❆✐♥s✐✱ ♦♥ ❛ ♣✉ ❧❡ ♣❧❛❝❡r ❞❛♥s ❧❛ ré❣✐♦♥ s✉♣ér✐❡✉r à ❧❛
✈✐t❡ss❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ s✉♣❡r✢✉✐❞✐té ❡t ❡♥✲❞❡ss♦✉s ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ♦ù ❧❡
❞és♦r❞r❡ s❡ ❞é♣❧❛❝❡ tr♦♣ r❛♣✐❞❡♠❡♥t✳ ❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❞és♦r❞r❡✱ ♦♥ ❛
✈✉ ✉♥❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞❡s ❛t♦♠❡s ét❛♥t ❧♦❝❛❧✐sés✳ ❖♥ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ✈✉ q✉❡ N❧♦❝/N ❛
✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♥♦♥✲♠♦♥♦t♦♥❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ v ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t
❞✉ ❞és♦r❞r❡✳ N❧♦❝/N ♣❡✉t ❛✉❣♠❡♥t❡r✱ ♣✉✐s ❞é❝r♦îtr❡ ♣✉✐s r❡✲❛✉❣♠❡♥t❡r ❛✈❡❝
v ❝r♦✐ss❛♥t✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét✉❞❡✱ ❛✜♥ ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r q✉✬♦♥ ♥✬❛ ♣❛s s✐♠♣❧❡✲
♠❡♥t ❛✛❛✐r❡ à ✉♥❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♣❧✉s ❧❡♥t❡ ❞✉ ❝♦♥❞❡♥s❛t✱ ♦♥ ❛ r❡❣❛r❞é ❧❛ ❢r❛❝t✐♦♥
❞❡s ❛t♦♠❡s ❧♦❝❛❧✐sés ❞❛♥s ❧❛ q✉❡✉❡ ❛✈❛♥t ❞✉ ❝♦♥❞❡♥s❛t✳ ❖♥ ❛ ❝♦♥st❛té q✉❡ ❝❡
s♦♥t ❧❡s ❛t♦♠❡s ❞❛♥s ❧❡s q✉❡✉❡s q✉✐ s✬❛❝❝r♦❝❤❡♥t ❛✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ♠♦✉✈❛♥t ❝❛r ❧❛
✈✐t❡ss❡ ❞❡ s♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ② ❡st ♣❧✉s ❜❛ss❡ ❡t ❞♦♥❝ ✐❧ ② ❡st ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ❜r✐s❡r ❧❛
s✉♣❡r✢✉✐❞✐té✳ ▲♦rs ❞❡ ❝❡tt❡ ét✉❞❡ s✉r ❧❡ ❞és♦r❞r❡ ▼❊✱ ♦♥ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ❛♥❛❧②sé
✶✶✻
❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❆ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✉ tr❛♥s♣♦rt q✉❛♥t✐q✉❡ ❡♥ ❡♥❣❡♥❞r❛♥t
❞❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡ s♣❡❝❦❧❡
❧❛ ❢♦r❝❡ ❞❡ tr❛î♥é❡ ♠♦②❡♥♥❡✳ ❖♥ ❧✬❛ ✐❞❡♥t✐✜é ❛♥❛❧②t✐q✉❡♠❡♥t ❡t ♥✉♠ér✐q✉❡✲
♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛✉ ♣♦✐♥t t♦✉r♥❛♥t ❞✉ ❝♦♥❞❡♥s❛t✳ ❉❛♥s ❧❡s
✷ ét✉❞❡s✱ ♦♥ ❛ ❡①♣❧♦✐té ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s ❛✜♥ ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r ✉♥ ❝❛✲
r❛❝tèr❡ ✐♥t❡r❢ér❡♥t✐❡❧ à ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ q✉✬♦♥ ♦❜s❡r✈❡✳ ❉❛♥s ❧✬ét✉❞❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ▼❊✱
♦♥ ❛ ✈✉ ✉♥❡ s✐♠✐❧❛r✐té ❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❞❡ N❧♦❝/N ♣♦✉r ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉✲
t✐♦♥ ❞✬✐♠♣✉r❡tés✱ ❧❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❞❡ ln(N❧♦❝/N) ♣♦✉r ✉♥❡ s❡✉❧❡ str✉❝t✉r❡
❜❛s✐q✉❡ ❞✬✐♠♣✉r❡tés ❡t ❧❡s ❧♦❣❛r✐t❤♠❡s ❞❡ ❧❛ ré✢❡❝t✐✈✐té ♣♦✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♦♣✲
t✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ❉❛♥s ❧✬ét✉❞❡ ❛✈❡❝ ❧❡s s♣❡❝❦❧❡s✱ ♦♥ ❛ ♦❜t❡♥✉ ✉♥ s✉♣❡r❜❡ r❡✢❡t
❞❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❞❡s ❡①♣♦s❛♥ts ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ♣♦✉r ✉♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡ s❡✉❧❡ ❞❛♥s
❧❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❞❡ N❧♦❝/N ❞✉ ❇❊❈✳ ❆ ♣r✐♦r✐✱ ❝❡❧❛ ♥✬ét❛✐t ♣❛s é✈✐❞❡♥t ét❛♥t
❞♦♥♥é ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝♦♥t❡①t❡s✳ ▲✬❡①♣♦s❛♥t ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❡st ❞ét❡r♠✐♥é ♣♦✉r
✉♥ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❡t ❡♥ éq✉✐❧✐❜r❡ t❛♥❞✐s q✉❡ N❧♦❝/N ❡st é✈❛❧✉é
♣♦✉r ✉♥❡ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡✱ ✐♥❤♦♠♦❣è♥❡ ❡t ❤♦rs✲éq✉✐❧✐❜r❡✳ ❚♦✉t ❝❡❧❛
❝♦♥✜r♠❡ ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ♠❛ss❡ ❝♦♠♠❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❛♥s
❞❡s ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡s ♥♦♥✲st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s ❀ ❝❤♦s❡ très ♣❡rt✐♥❡♥t❡ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦♥❞❡ ❞❡s
❡①♣ér✐♠❡♥t❛t❡✉rs✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝♦♥❞❡ ét✉❞❡✱ ♦♥ ❛✉ss✐ ét❛❜❧✐ ✉♥❡ ❞✐s♣❛r✐t✐♦♥
❣r❛❞✉❡❧❧❡ ❞❡s ❡✛❡ts ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥s ❛✈❡❝ ❧✬❛❝❝r♦✐ss❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬✐♥t❡♥s✐té ♠♦②❡♥♥❡
❞✉ ❞és♦r❞r❡✳ ❈❡tt❡ ❡✛❛❝❡♠❡♥t ❞❡s ❡✛❡ts ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥s s✐❣♥✐✜❡ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t
❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ♦♥❞✉❧❛t♦✐r❡ ❡♥ ✉♥❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡✳
❆♣♣❡♥❞✐❝❡s

❆♥♥❡①❡ ❆
❆♥♥❡①❡ ❆ ✿ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ s♣❧✐t✲st❡♣
❋♦✉r✐❡r
◆♦✉s ❛✈♦♥s rés♦❧✉ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ●r♦ss✲P✐t❛❡✈s❦✐✐ ❡♥ ✶❉ q✉❡ ♥♦✉s
❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé✱ ❧❛ ♥♦♥♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ✭◆P❙❊✮✱ ❡♥
✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ s♣❧✐t✲st❡♣ ❋♦✉r✐❡r✳ ❈✬❡st ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦♣✉❧❛✐r❡ ♣♦✉r ré✲
s♦✉❞r❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡✳ ▲✬✐❞é❡ ❞❡ ❞é♣❛rt ❡st ❞❡ sé♣❛r❡r
❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❡♥ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ✉♥❡ ❛✉tr❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡✳ ❘❡✈❡♥❛♥t s✉r ❧❛
◆P❙❊✱ ❊q✳✶✳✻✺✱
i~
∂
∂t
f(z, t) =

− ~
2
2m
∂2
∂z2︸ ︷︷ ︸
Lˆ
+
1
2
mω2zz
2 + V (z, t) + ~ω⊥
1 + 3aN |f(z, t)|2√
1 + 2aN |f(z, t)|2︸ ︷︷ ︸
Nˆ

 f(z, t),
= [Lˆ+ Nˆ ]f(z, t).
✭❆✳✶✮
▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ✿
f(z, dt) = e−idt(Lˆ+Nˆ)f(z, 0) ✭❆✳✷✮
▲❡s ♦♣ér❛t❡✉rs Lˆ ❡t Nˆ ♥❡ ❝♦♠♠✉t❡♥t ♣❛s ✭❡♥ ❣é♥ér❛❧✮✳ ▼❛✐s s✐ ♦♥ tr❛✐t❡♥t
♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ❞❡✉① ♦♣ér❛t❡✉rs ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❝♦♠♠✉t❛♥ts s✉r ✉♥ ♣❡t✐t
♣❛s ❞❡ t❡♠♣s dt✱ ❛②❛♥t ✿
f(z, t+ dt) = e−i
dt
2
Lˆe−idtNˆe−i
dt
2
Lˆf(z, t) ✭❆✳✸✮
❛❧♦rs ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❇❛❦❡r✲❈❛♠♣❜❡❧❧✲❍❛✉s❞♦r✛ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧✬❡rr❡✉r ✐❝✐ ❡st ❞❡
❧✬♦r❞r❡ dt3✳
▲✬♦♣ér❛t❡✉r Lˆ ❡st ❡♥ ❢❛✐t ✉♥❡ ❞ér✐✈é❡ s♣❛t✐❛❧❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡✳ ▲❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡
❞❡ ❋♦✉r✐❡r✱ F [Lˆ]✱ ❡st ❛❧♦rs ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ à k2✳ ❆✐♥s✐✱ ✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡
❞❡ ❋♦✉r✐❡r s✐♠♣❧✐✜❡ é♥♦r♠é♠é♠❡♥t ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ Lˆ s✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡✳ ▲❛
✶✷✵ ❆♥♥❡①❡ ❆✳ ❆♥♥❡①❡ ❆ ✿ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ s♣❧✐t✲st❡♣ ❋♦✉r✐❡r
♠ét❤♦❞❡ s♣❧✐t✲st❡♣ ❋♦✉r✐❡r ❡st ❛✐♥s✐ ✿
f(z, t+ dt) = F
[
e−i
dt
2
F [Lˆ]F
[
e−idt
ˆN(z)F−1
[
e−i
dt
2
F [Lˆ]F [f(z, t)]
]]]
⇐=
= F
[
e−i
dt
4
k2F
[
e−idt
ˆN(z)F−1
[
e−i
dt
4
k2F [f(z, t)]
]]]
,
⇐=
✭❆✳✹✮
♦ù ❧❛ ✢ê❝❤❡ ❣❛✉❝❤❡ ✐♥❞✐q✉❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s✳ ◆✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t✱
♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ ❝♦❞❡ ❋❋❚❲ ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠é❡s ❞❡ ❋♦✉r✐❡r✳ ❖♥ ❛ ❛✉ss✐
✉t✐❧✐sé ❧✬❖♣❡♥▼♣ ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ✉♥❡ ♣❛r❛❧❧é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s✳
❆♥♥❡①❡ ❇
❆♥♥❡①❡ ❇ ✿ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛✈❡❝
❞és♦r❞r❡ ❛✈❡❝ ❝♦rré❧❛t✐♦♥s à ❧♦♥❣✉❡
♣♦rté❡
▲❡s rés✉❧t❛ts ✐❝✐ s♦♥t à ✉♥ st❛❞❡ très ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡✳ ❏✬❛✐ r❡❣❛r❞é ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡
❞✉ ❇❊❈ ♣✐é❣é à tr❛✈❡rs ❧❡q✉❡❧ ♦♥ tr❛♥s♣♦rt❡ ❞✉ ❞és♦r❞r❡ ❛✈❡❝ ❝♦rré❧❛t✐♦♥s à
❧♦♥❣✉❡ ♣♦rté❡ q✉✐ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s êtr❡ ❝❛r❛❝tér✐sé❡s ♣❛r ✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❝♦rré✲
❧❛t✐♦♥✳ ❈✬❡st ✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞✐t ❛✉t♦✲❛✣♥✳ ■❧s ♦♥t été ✐♥tr♦❞✉✐ts ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡
✹ ✭s❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✮✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ s♣❡❝tr❛❧❡ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ S(k) ∝ 1/kα✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s
✉t✐❧✐sé ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ✉t✐❧✐sé ♣❛r ❞❡ ▼♦✉r❛ ❡t ▲②r❛ ❬✶✶✾❪✳ α = 0 ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉
❝❛s t♦t❛❧❡♠❡♥t ❞é❝♦rré❧é ❡t ❧❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s à ❧♦♥❣✉❡ ♣♦rté❡ ❞❡ t②♣❡ ❛✉t♦✲❛✣♥❡
❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ♣♦✉r α > 2✳ ❖♥ ❝♦♥st❛t❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❛✈❡❝
❞✐✛ér❡♥ts α✳ ❈♦♠♠❡ ❥❡ ❧✬❛✐ ❞✐t ❝❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t très ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s✱ ❡t ❥❡ ♥❡
s✉✐s ♣❛s s✉r s✐ ♦♥ ❡st ❞❛♥s ✉♥ ré❣✐♠❡ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡ ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥s α✳
✶✷✷
❆♥♥❡①❡ ❇✳ ❆♥♥❡①❡ ❇ ✿ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛✈❡❝ ❞és♦r❞r❡ ❛✈❡❝ ❝♦rré❧❛t✐♦♥s
à ❧♦♥❣✉❡ ♣♦rté❡
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❋✐❣✳ ❇✳✶✿ ▼♦✉r❛ ▲②r❛ ❈♦rr❡❧❛t❡❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♠♦✈✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❤❛r♠♦♥✐❝❛❧❧②
tr❛♣♣❡❞ q✉❛s✐✲✶❉ ❇❊❈ ✿ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❇❊❈ ❢r❛❝t✐♦♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐s♦r❞❡r
♣♦t❡♥t✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② v✱ ✐♥ ✉♥✐ts ♦❢ t❤❡ s♦✉♥❞ s♣❡❡❞ c ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛t t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡
tr❛♣✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ s❤♦✇ ♦♥❧② ❢♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ α✳ ❋♦r ▼♦✉r❛✲▲②r❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧
❤❡r❡✱ 〈V 〉 = 0 ❛♥❞ √〈V 2〉 = 1
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❋✐❣✳ ❇✳✷✿ ▼♦✉r❛ ▲②r❛ ❈♦rr❡❧❛t❡❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♠♦✈✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❤❛r♠♦♥✐❝❛❧❧②
tr❛♣♣❡❞ q✉❛s✐✲✶❉ ❇❊❈ ✿ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❇❊❈ ❢r❛❝t✐♦♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐s♦r❞❡r
♣♦t❡♥t✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② v✱ ✐♥ ✉♥✐ts ♦❢ t❤❡ s♦✉♥❞ s♣❡❡❞ c ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛t t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡
tr❛♣✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ s❤♦✇ ♠♦r❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ α✳ ❋♦r ▼♦✉r❛✲▲②r❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❤❡r❡✱ 〈V 〉 = 0
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√〈V 2〉 = 1
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❋✐❣✳ ❇✳✸✿ ▼♦✉r❛ ▲②r❛ ❈♦rr❡❧❛t❡❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♠♦✈✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❤❛r♠♦♥✐❝❛❧❧②
tr❛♣♣❡❞ q✉❛s✐✲✶❉ ❇❊❈ ✿ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❇❊❈ ❢r❛❝t✐♦♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ Vdis/mv
2✳
❍❡r❡✱ ✇❡ s❤♦✇ ♦♥❧② ❢♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ α✳ ❋♦r ▼♦✉r❛✲▲②r❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❤❡r❡✱
〈V 〉 = 0 ❛♥❞
√〈V 2〉 = 1 ❀ s♦ ✇❡ t❛❦❡ ❢♦r x r❛♥❣❡ Vdis =√〈V 2〉✳
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❋✐❣✳ ❇✳✹✿ ▼♦✉r❛ ▲②r❛ ❈♦rr❡❧❛t❡❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♠♦✈✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❤❛r♠♦♥✐❝❛❧❧②
tr❛♣♣❡❞ q✉❛s✐✲✶❉ ❇❊❈ ✿ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❇❊❈ ❢r❛❝t✐♦♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ Vdis/mv
2✳
❍❡r❡✱ ✇❡ s❤♦✇ ♠♦r❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ α✳ ❋♦r ▼♦✉r❛✲▲②r❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❤❡r❡✱ 〈V 〉 = 0 ❛♥❞√
〈V 2〉 = 1 ❀ s♦ ✇❡ t❛❦❡ ❢♦r x r❛♥❣❡ Vdis =
√〈V 2〉✳
✶✷✹
❆♥♥❡①❡ ❇✳ ❆♥♥❡①❡ ❇ ✿ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛✈❡❝ ❞és♦r❞r❡ ❛✈❡❝ ❝♦rré❧❛t✐♦♥s
à ❧♦♥❣✉❡ ♣♦rté❡
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α = 1
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❋✐❣✳ ❇✳✺✿ ▼♦✉r❛ ▲②r❛ ❈♦rr❡❧❛t❡❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♠♦✈✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❤❛r♠♦♥✐❝❛❧❧②
tr❛♣♣❡❞ q✉❛s✐✲✶❉ ❇❊❈ ✿ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❇❊❈ ❢r❛❝t✐♦♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐s♦r❞❡r
♣♦t❡♥t✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② v✱ ✐♥ ✉♥✐ts ♦❢ t❤❡ s♦✉♥❞ s♣❡❡❞ c ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛t t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢
t❤❡ tr❛♣✳ ❋♦r ▼♦✉r❛✲▲②r❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❤❡r❡✱ 〈V 〉 r❡s❝❛❧❡❞ t♦ 〈V 〉 = 2 ❛♥❞ √〈V 2〉
❝❤❛♥❣❡s ❢♦r ❡✈❡r② α✳
❆♥♥❡①❡ ❈
❆♥♥❡①❡ ❈ ✿ ❙t❛t✐st✐q✉❡s ❛✈❡❝
❧✬❡①♣♦s❛♥t ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈
▲✬❡①♣♦s❛♥t ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❡st ✉♥❡ q✉❛♥t✐té ❛✉t♦✲♠♦②❡♥♥❛♥t❡✳ ❊♥ t❡r♠❡ ❞✉ ❝♦✲
é✣❝✐❡♥t ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ T ✱ ❡❧❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à
γ =< γi >= − lim
L→∞
1
2L 〈lnT (L)〉 ✭❈✳✶✮
♦ù L ❡st ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ s②stè♠❡ ✉♥✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✳ ❈❡ q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ✐❝✐ γi ❝♦rr❡s✲
♣♦♥❞ ❡♥ ❢❛✐t à ✉♥❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ lnT ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞✉ ❞és♦r❞r❡✳ ❖♥ ❛
✐♥tr♦❞✉✐t ❧✬❊q✳✭❈✳✶✮ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ ✭s❡❝t✐♦♥ ✸✳✽✮ ♦ù ♦♥ ❛ ❛✉ss✐ ♣❛r❧é ❞❡s ❞✐❢✲
❢ér❡♥t❡s ❢♦r♠❡s ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡ lnT ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts
ré❣✐♠❡s q✉✐ s♦♥t q✉❛♥t✐✜és ♣❛r ❧❡ r❛t✐♦ t = L/L❧♦❝✳ ❖♥ ❛ ❧❡ ré❣✐♠❡ ét❡♥❞✉ ♣♦✉r
t < 1 ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ ✭♣♦✐ss♦♥✐❡♥♥❡✮✱ ❧❡
ré❣✐♠❡ ❧♦❝❛❧✐sé ♣♦✉r t > 1 ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛s②♠♠étr✐q✉❡ ✭❝ôté ❣❛✉❝❤❡✮
❡t ❧❡ ré❣✐♠❡ ❜✐❡♥ ❧♦❝❛❧✐sé ♣♦✉t t ≫ 1 ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s②♠♠étr✐q✉❡ ❧♦❣✲
♥♦r♠❛❧❡✳ P♦✉r ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❝✉❧❡ s❡✉❧❡ s❡ ♣r♦♣❛❣❡❛♥t ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡s ❞❡✉① t②♣❡s
❞❡ s♣❡❝❦❧❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞ét❡r♠✐♥é ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡ lnT ✭♦✉
♣❧✉s ❡①❛❝t❡♠❡♥t γi✮ à ❞✐✛ér❡♥ts é♥❡r❣✐❡s✳ ❊❧❧❡s s♦♥t ♠♦♥tré❡s s✉r ❧❛ ❋✐❣✳❈✳✶✳
▲❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ r❡st❡ très ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡✳ ▲❛ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ✭r♦✉❣❡✮
❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ s♣❡❝❦❧❡ st❛♥❞❛r❞ ❡t ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ ✭❜❧❡✉✮ ❛✉ ❘❉ s♣❡❝❦❧❡ ❛✈❡❝
d = 1.00❝♠ ✭L = 2.00❝♠✮✳ ▲✬❡①♣♦s❛♥t ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❞❡ ❝❡ ❘❉ s♣❡❝❦❧❡ ❡st ✐❧❧✉s✲
tré ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❧✐❣♥❡ ❜❧❡✉❡ ❝❧❛✐r❡ s✉r ❧❛ ❋✐❣✳✻✳✽✳ ❆✉ ❥✉st❡✱ ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♥❡ s♦♥t
♣❛s ♥♦r♠❛❧✐sés à ✉♥❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❥✉st❡ ♣❛r❧❡r ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❖♥
✈♦✐t q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐èr❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ k✱ ♦♥ ❛ t≫ 1 ❡t ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡st
s②♠♠étr✐q✉❡✳ P✉✐s à kσR = 1.51 q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❝r❡✉① ❛✈❛♥t ❧❡ ♣✐❝ ❞✉ γ ❞✉
❘❉ s♣❡❝❦❧❡✱ s❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡✈✐❡♥t très ❛s②♠♠étr✐q✉❡ ❛❧♦rs q✉❡ t ≫ 1✳ ❆ ❝❡
♠ê♠❡ k✱ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✉ s♣❡❝❦❧❡ st❛♥❞❛r❞ r❡st❡ s②♠♠étr✐q✉❡✳ ❆ kσR = 1.54✱
❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✉ ❘❉ s♣❡❝❦❧❡ r❡❞❡✈✐❡♥t s②♠♠étr✐q✉❡✳ ❆✉ ♣✐❝ ❞❡ γ à kσR = 1.57
♦ù t r❡❞❡✈✐❡♥t ❤❛✉t ❛✈❡❝ t = 4300✱ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡✈✐❡♥t ❛s②♠♠étr✐q✉❡ ♠❛✐s
❞✉ ❝ôté ❞r♦✐t✳ ❈❡tt❡ ❛s②♠♠étr✐❡ ❞✉ ❝ôté ❣❛✉❝❤❡ ❛✉ ❝r❡✉① ♣✉✐s ❞✉ ❝ôté ❞r♦✐t
❛✉ ♣✐❝ s❡♠❜❧❡ ✐♥s♦❧✐t❡ ♠❛✐s ♥♦✉s ♥❡ s♦♠♠❡s ♣❛s✱ à ❝❡ ❥♦✉r✱ ❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞✬❛♣✲
♣♦rt❡r ✉♥❡ ❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡ à ❝❡❧❛✳ P✉✐s ❞❡ kσR = 1.60 à kσR = 1.88✱
❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s s♦♥t s②♠♠étr✐q✉❡s ❝♦♠♠❡ ♣ré✈✉✳ ❆ kσR = 2.20✱ ❧❡s ❞✐str✐✲
❜✉t✐♦♥s ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ❧é❣èr❡♠❡♥t ❛s②♠♠étr✐q✉❡s ❡t ❡❧❧❡s ❧❡ ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ❡♥❝♦r❡
✶✷✻❆♥♥❡①❡ ❈✳ ❆♥♥❡①❡ ❈ ✿ ❙t❛t✐st✐q✉❡s ❛✈❡❝ ❧✬❡①♣♦s❛♥t ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈
♣❧✉s à kσR = 2.51✱ ❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ♣ré✈✉ ♣♦✉r t≫ 1✳ ❊st✲❝❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♥✉✲
♠ér✐q✉❡ ❄ P♦✉r t < 1✱ ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ♣♦✐ss♦♥✐❡♥♥❡s ❝♦♠♠❡ ♣ré✈✉✳
❈❡tt❡ ❢♦rt❡ ❛s②♠♠étr✐❡ ❞✉ ❝ôté ❣❛✉❝❤❡ ❛✉ ♣✐❝ ❞✉ ❘❉ s♣❡❝❦❧❡ ♣✉✐s ❞✉ ❝ôté ❞r♦✐t
❛✉ ♣✐❝ ❞✉ ❘❉ s♣❡❝❦❧❡✱ ♦♥ ❧❡ r❡✈♦✐t ♣♦✉r ❧❡s ❛✉tr❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ d s✐♠✉❧é❡s✳ ▲❡ ✬✜❧♠✬
❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s st❛t✐st✐q✉❡s ❞✉ ❘❉ s♣❡❝❦❧❡ ❛✈❡❝ d = 1.40❝♠ ✭L = 2.00❝♠✮ ❡st
✐❧❧✉stré s✉r ❧❛ ❋✐❣✳ ❈✳✷✳ ▲❡ ❝r❡✉① ❛✈❛♥t ❧❡ ♣✐❝ ❡st à kσR = 2.17 ♣✉✐s ❧❡ ♣✐❝ ✭q✉✐
❡st ♣❧✉s étr♦✐t à ❝❡tt❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ d✱ ✈♦✐r ❧✐❣♥❡ ❡♥ ♣♦✐♥t✐❧❧és r♦s❡ s✉r ❧❛ ❋✐❣✳✻✳✽✮ à
kσR = 2.20✳
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❋✐❣✳ ❈✳✶✿ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s st❛t✐st✐q✉❡s✱ F (γi) ✭γi ❡st ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ à lnT ✮✱
à ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ k ✭❡♥ ✉♥✐té ❞❡ σR✮✳ t = L/L❧♦❝✳ ▲❛ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡
✭r♦✉❣❡✮ ❡st ♣♦✉r ❧❡ s♣❡❝❦❧❡ st❛♥❞❛r❞ ❡t ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ ♣♦✉r ❧❡ ❘❉ s♣❡❝❦❧❡
❛✈❡❝ d = 1.00❝♠ ✭L = 2.00❝♠✳ ▲✬❡①♣♦s❛♥t ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❡st ✐❧❧✉stré ♣❛r ❧❛ ❧✐❣♥❡
❜❧❡✉❡ ❝❧❛✐r❡ s✉r ❧❛ ❋✐❣✳✻✳✽✮✳ ❈❤❛q✉❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ré❛❧✐sé ❛✈❡❝ ✶✵✵✵✵ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s
❞és♦r❞♦♥♥é❡s✳ ▲✬✐♥t❡♥s✐té ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧✱ < V >✱ ♥✬❡st ♣❛s ❧❛ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉①
t②♣❡s ❞❡ s♣❡❝❦❧❡✳
✶✸✵❆♥♥❡①❡ ❈✳ ❆♥♥❡①❡ ❈ ✿ ❙t❛t✐st✐q✉❡s ❛✈❡❝ ❧✬❡①♣♦s❛♥t ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈
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❋✐❣✳ ❈✳✷✿ ▼ê♠❡ ❝❤♦s❡ q✉❡ ❋✐❣✳❈✳✶ ♠❛✐s s❡✉❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❞✉ ❘❉ s♣❡❝❦❧❡
❛✈❡❝ d = 1.40❝♠ ✭L = 2.00❝♠✳ ▲✬❡①♣♦s❛♥t ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❡st ✐❧❧✉stré ♣❛r ❧❛
❧✐❣♥❡ r♦s❡ ❡♥ ♣♦✐♥t✐❧❧és s✉r ❧❛ ❋✐❣✳✻✳✽✮✳ ❈❤❛q✉❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ré❛❧✐sé ❛✈❡❝ ✶✵✵✵✵
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❞és♦r❞♦♥♥é❡s✳
❖♥ ♠♦♥tr❡ ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡s ♣❤❛s❡s ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① s♣❡❝❦❧❡ s✉r ❧❛ ❋✐❣✳❈✳✸✱ q✉✐
❡st s✉r ♣❧✉s ❞❡ ✷ ♣❛❣❡s✳ ❉✬❛❜♦r❞ ✐❧ ❡st ❜♦♥ ❞❡ r❛♣♣❡❧❡r q✉❡ γ(E) ♠❡s✉r❡ ❧❡
t❛✉① ❞❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❞✬♦r❜✐t❡s ✐♥✐t✐❛❧❧❡♠❡♥t ♣r♦❝❤❡s ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡
❞❡s ♣❤❛s❡s✳ ▲❡s ❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣❤❛s❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✐❧❧✉strés ♣♦✉r t♦✉t❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡
L = 1.5×105σR✱ q✉✐ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ γ✳ ▲❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✉t✐✲
❧✐sé❡ ✐❝✐ ❡st 1500σR✱ ❛✈❡❝ ❞❡s ❞✐st❛♥❝❡s ♣❧✉s ♣❡t✐t❡s ❧♦rsq✉❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣❤❛s❡s
❡①♣❧♦ré ❞❡✈✐❡♥t tr♦♣ ❣r❛♥❞❡ ✭❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s kσR = 0.06✮✳ ▲❛ ❝♦❧♦♥♥❡
❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ s♣❡❝❦❧❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡t ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❛✉ ❘❉ s♣❡❝❦❧❡
✭d = 1.20❝♠✱ L = 2.00❝♠✮ ❀ ❧✬❡①♣♦s❛♥t ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① s♣❡❝❦❧❡ ❡st
✶✸✶
♠♦♥tré s✉r ❧❛ ❋✐❣✳✻✳✼✳ ❉❛♥s ❧❛ ❋✐❣✳❈✳✸✱ ❧✬❛①❡ ✈❡rt✐❝❛❧ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ∂zψ
✭❡♥ ✉♥✐té ❞❡ (π/σR)
3/2✮ ❡t ❧✬❛①❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ à ψ(z) ✭❡♥ ✉♥✐té ❞❡ (π/σR)
1/2✮✳ ❖♥
✈❛ s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❡r s✉r ❧❡ ❝❛s ❞✉ ❘❉ s♣❡❝❦❧❡✳ ❖♥ ✈♦✐t q✉❡ ♣♦✉r k très ❢❛✐❜❧❡ ♦ù
❧✬❡①♣♦s❛♥t ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❡st très ❣r❛♥❞✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❡①♣❧♦r❡ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❛str♦✲
♥♦♠✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣❤❛s❡s ✭❝♦♠♣❛ré ❛✉① ❣r❛♣❤✐q✉❡s s✉✐✈❛♥ts✮✳ P✉✐s ♣♦✉r
kσR = 1.57✱ ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣❤❛s❡s ❡st ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ♣❡t✐t✳ P✉✐s ♣♦✉r
k ❝r♦✐ss❛♥t✱ ♦♥ ✈♦✐t ✉♥ ❞✐sq✉❡ ✈✐❞❡ é♠❡r❣❡r ❛✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡✳ P✉✐s ♣rès ❞✉
♣✐❝ ❞❡ γ ❞✉ ❘❉ s♣❡❝❦❧❡ à kσR = 1.85✱ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣❤❛s❡s r❡❞❡✈✐❡♥t ❣r❛♥❞✳ ❆✉
♣✐❝ ♠ê♠❡ à kσR = 1.88✱ ❧✬❡s♣❛❝❡ r❡❞❡✈✐❡♥t ❛str♦♥♦♠✐q✉❡✳ P✉✐s ❛✈❡❝ k ❝r♦✐ss❛♥t✱
❧✬❡s♣❛❝❡ s❡ ré❞✉✐t ❛✈❡❝ ❧✬é♠❡r❣❡♥❝❡ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❞✬✉♥ ❞✐sq✉❡ ✈✐❞❡ ❛✉ ♠✐❧✐❡✉✳ ❆
kσR = 2.20✱ ♦♥ ❡st à ♣❡✐♥❡ ❞❛♥s ❧❡ ré❣✐♠❡ ❧♦❝❛❧✐sé ❛✈❡❝ t = L/L❧♦❝ = 1.34✳
❆ kσR = 2.51✱ ♦♥ r❡♥tr❡ ❞❛♥s ❧❡ ré❣✐♠❡ ét❡♥❞✉ ❛✈❡❝ t = 0.62✳ P✉✐s ❛✉ ❡✛❡❝✲
t✐✈❡ ♠♦❜✐❧✐t② ❡❞❣❡ à kσR = π ♦ù ♦♥ r❡♥tr❡ ❜✐❡♥ ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ét❡♥❞✉ ❛✈❡❝
t = 0.01✱ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣❤❛s❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ ♣❡t✐t ❝❡r❝❧❡✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t ♣♦✉r
k = 4.71 ♦ù t ❡st ❡♥❝♦r❡ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡✱ ❧❡ ❜r✉✐t ❞❛♥s ❧❡ r❛②♦♥ ❞✉ ❝❡r❝❧❡ s✬❛♠❡✲
♥✉✐s✐t✳ ▲❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣❤❛s❡s ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❞✉ ❘❉ s♣❡❝❦❧❡ ❛✈❡❝
d = 0.40❝♠ ❡st ✐❧❧✉stré s✉r ❧❛ ❋✐❣✳❈✳✹✳
✶✸✷❆♥♥❡①❡ ❈✳ ❆♥♥❡①❡ ❈ ✿ ❙t❛t✐st✐q✉❡s ❛✈❡❝ ❧✬❡①♣♦s❛♥t ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈
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1
-1
1-1
∂
x
ψ
(σ
R
/π
)3
/2
ψ
√
σR/π
kσR = 4.71
1-1
1
-1
∂
x
ψ
(σ
R
/π
)3
/2
ψ
√
σR/π
kσR = 4.71
❋✐❣✳ ❈✳✸✿ ❈❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣❤❛s❡s ❛✈❡❝ k ✭❡♥ ✉♥✐té ❞❡ 1/σR✮
♣♦✉r ❧❡ s♣❡❝❦❧❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ✭❡♥ r♦✉❣❡✱ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡✮ ❡t ❧❡ ❘❉ s♣❡❝❦❧❡ ❛✈❡❝
d = 1.20❝♠ ✭❡♥ ❜❧❡✉✱ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡ ❞♦✐t❡✮✳ L = 2❝♠ ♣♦✉r ❧❛ ♣❧❛q✉❡ ❞✐✛✉s❛♥t❡✳
▲❡s ❡①♣♦s❛♥t ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts s♦♥t ♠♦♥trés s✉r ❧❛ ❋✐❣✳✻✳✼✳ ▲✬❛①❡
❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❝✉❧❡
s❡✉❧❡ ψ ✭❡♥ ✉♥✐té ❞❡ (π/σR)
1/2✮✳ ▲✬❛①❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ∂xψ ✭♦✉ ∂zψ ❡♥
❝♦❤ér❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ ❀ ❡♥ ✉♥✐té ❞❡ (π/σR)
3/2✮✳ ▲✬✐♥t❡♥s✐té ❞✉
♣♦t❡♥t✐❡❧✱ < V >✱ ♥✬❡st ♣❛s ❧❛ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ s♣❡❝❦❧❡✳
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